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Wstep

Brak efektywnych algorytméw wyznaczajacych ekstremalne zbiory wierzchotkéow
lub krawedzi w dowolnym grafie powoduje, ze szuka sie klas grafow, w ktorych wyzna-
czenie takich zbiorow byloby w miare proste. Takimi klasami sa np. grafy k-rozszerzalne,
dla ktorych liczba k jest mozliwie duza. W literaturze znanych jest kilka rodzajow gra-
fow rozszerzalnych. Wtasnosé¢ "byé grafem k-rozszerzalnym" dla ustalonego k£ moze
by¢ zdefiniowana w terminach podzbioréow zbioru wierzchotkéw grafu lub w terminach
podzbioréow zbioru krawedzi grafu. Koncepcja k-rozszerzalnosci w terminach podzbio-
row zbioru krawedzi ma swoje korzenie w pracy G. Hetyei’ego ([17]) z 1964 roku,
ktory badat klase graféow dwudzielnych, w ktoérych dowolna krawedZ moze by¢ roz-
szerzona do zbioru zwanego skojarzeniem doskonatym, tzn. do zbioru niezaleznego
krawedzi pokrywajacego wszystkie wierzchotki grafu. Grafy o takiej wtasnosci nazwa-
no grafami 1-rozszerzalnymi. W tejze pracy mozna znalez¢é trzy rézne charakteryzacje
1-rozszerzalnych grafow dwudzielnych. L. Lovasz i M. D. Plummer [24] (1977) podali
czwarta taka charakteryzacje. D. J. Hartfiel [16] (1970) podal charakteryzacje jej row-
nowazng sformutowana w terminach macierzy. W nastepnym roku R. A. Brualdi i H.
Perfect [3| opublikowali pierwsza charakteryzacje k-rozszerzalnych grafow dwudziel-
nych sformutowana w terminach macierzy (“extending partial diagonals”) oraz syste-
mu zbiorow (“extending partial systems of distinct representatives (PSDR’s)”). Wiecej
szczegbtow na temat k-rozszerzalnych grafow dwudzielnych mozna znalezé w pracy
M. D. Plummera [30] (1988). Szersza rodzina k-rozszerzalnych graféw, niekoniecznie
dwudzielnych, pojawita sie juz w latach 50-tych, kiedy to A. Kotzig [19, 20, 21| za-
poczatkowal teorie dekompozycji dla graféw zawierajacych skojarzenie doskonate. Na

poczatku lat 60-tych, niezaleznie od siebie T. Gallai [11, 12] oraz J. Edmonds [9] zajeli
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sie dekompozycja graféow w terminach ich najwiekszych skojarzen. Jednym z pytan
jakie sobie stawiali byto kiedy graf zawiera skojarzenie doskonate. W 1980 roku M. D.
Plummer [29] opublikowal prace dotyczaca dowolnych grafow k-rozszerzalnych. Podat
miedzy innymi pelng charakteryzacje grafow 2-rozszerzalnych. Inne rezultaty zawarte
w tej pracy dotycza zwiazkéw miedzy k-rozszerzalnoscia i (k—1)-rozszerzalnoscia grafu
oraz wplywu usuniecia krawedzi z grafu na jego rozszerzalno$é. W 1988 roku M. D.
Plummer [31] rozwazal takze relacje miedzy rozszerzalnoscia i spojnoscia grafu. Sku-
tek dodania krawedzi w grafie rozszerzalnym byl rozwazany przez Q. Yu w pracy [32]
(1992). E. Gyori i M. D. Plummer [15] (1992) rozwazali produkt kartezjanski grafow
rozszerzalnych, a E. Gyori i W. Imrich [14] (2001) silny produkt graféw rozszerzalnych.

W potowie lat 90-tych N. Dean i J. Zito [6] zdefiniowali graf k-rozszerzalny jako
graf G, w ktorym kazdy k-elementowy zbiér niezalezny wierzchotkéw mozna rozsze-
rzy¢ do najwiekszego (w sensie mocy) zbioru niezaleznego wierzchotkow w grafie G.
Jest to uogodlnienie grafu Berge’a, czyli grafu 1-rozszerzalnego (tzw. B-grafu) oraz
grafu dobrze-pokrytego, czyli grafu k-rozszerzalnego dla kazdego k (|28]). Koncepcja
B-graféow pochodzi od Berge’a i pojawita sie w drugiej potowie lat 70-tych. W pracy
[1] C. Berge podal miedzy innymi wtasnosci grafow dobrze-pokrytych (tzn. takich,
w ktorych kazdy maksymalny zbior niezalezny jest najwiekszy) oraz B-grafow (kazdy
wierzchotek grafu jest zawarty w pewnym maksymalnym zbiorze niezaleznym). Dlatego
tez w dalszych rozwazaniach bede uzywaé okreslenia "graf k-rozszerzalny wierzchot-
kowo w sensie Berge’a" dla odroznienia od rozszerzalnosci innego rodzaju. C. Berge
zdefiniowal réwniez tzw. B*-grafy, czyli grafy, w ktorych kazda krawedZ mozna roz-
szerzy¢ do najwickszego zbioru niezaleznego krawedzi w tym grafie. W pracy [13] au-
torzy podaja czesciowa charakteryzacje graféw bedacych B-grafami, B*-grafami oraz
B**-grafami. Zauwazmy, ze badanie k-rozszerzalnosci w sensie zbiorow wierzchotkow
w grafie krawedziowym danego grafu mozna sprowadzi¢ do badania k-rozszerzalnosci
w sensie podzbioréw krawedzi w danym grafie.

Najwieksza liczbe k, dla ktorej graf jest k-rozszerzalny w sensie podzbioréw wierz-
chotkow (krawedzi) grafu, bedziemy nazywac liczba (indeksem) rozszerzalnosci grafu.

Zbiory prawie doskonale (ang. nearly perfect) w grafie G oraz liczba n,(G), réwna
mocy najmniejszego 1-maksymalnego zbioru prawie doskonatego w grafie G, zostaty
po raz pierwszy zdefiniowane w pracy [5] z 1993 roku, jednak nie byly tam szerzej
omawiane. Dopiero w pracy [8] z 1995 roku autorzy zapoczatkowali badania zbio-
row prawie doskonatych w grafach. Szczegolna uwage poswiecili najmniejszym zbio-

rom l-maksymalnym prawie doskonalym w grafie G, czyli n,(G)-zbiorom. Pokazali,
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ze wyznaczenie parametru n,(G) jest problemem NP-zupelnym dla dowolnego gra-
fu G. Podali jednak algorytm liniowy wyznaczajacy parametr n,(7") dla dowolnego
drzewa T'. Zbiory doskonale dominujace (ang. perfect dominating) w grafie G oraz
parametr v,(G), rowny mocy najmniejszego zbioru doskonale dominujacego w grafie
G, rozwazane byly w pracy [5]. Autorzy pracy skupili swoja uwage na grafach G, w
ktorych jedynym zbiorem doskonale dominujacym jest caty zbiér wierzchotkéow, tzn.
7(G) = |[V(G)]. M. R. Fellows i M. N. Hoover [10] wykazali, ze ustalenie, czy w grafie
istnieje nietrywialny zbior doskonale dominujacy (autorzy uzywaja nazwy “semiperfect
dominating”) jest problemem NP-zupelnym dla graféw planarnych. Uzasadnione wy-
daje sie by¢ wprowadzenie parametru p,(G) oznaczajacego moc najmniejszego zbioru
1-maksymalnego doskonale dominujacego w grafie (G, a nastepnie zdefiniowanie pojecia
k-rozszerzalnosci w sensie zbiorow prawie doskonatych oraz pojecia k-rozszerzalnosci
w sensie zbiorow doskonale dominujacych.

Niniejsza praca dotyczy pieciu wymienionych rodzajoéw rozszerzalno$ci:
e rozszerzalnosci w sensie Plummera,
e rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a,
e rozszerzalno$ci wierzchotkowej w sensie Berge’a,
e rozszerzalnosci w sensie zbioréw prawie doskonatych,
e rozszerzalnosci w sensie zbioréw doskonale dominujacych.
Jej tres¢ nawiazuje do problematyki przedstawionej we wczesniejszych fragmentach
wstepu. Zbadane zostang relacje miedzy ré6znymi typami rozszerzalnosci. Przedstawio-
ne zostang produkty grafow rozszerzalnych dla kazdego typu rozszerzalnosci. Obliczo-
ne zostang indeksy i liczby rozszerzalnosci grafow dla réznych typoéw rozszerzalnosci.
Pokazane zostang skutki operacji jednoargumentowych wykonanych na grafie rozsze-
rzalnym.

W rozdziale pierwszym znajduja sie podstawowe definicje i oznaczenia zawarte w
[7] 1 uzywane w pracy. Bardziej szczegotowe oznaczenia zamieszczone beda w tych
czesciach pracy, w ktorych beda wykorzystywane.

W rozdziale drugim podane sa wartosci indeksu rozszerzalnosci w sensie Plummera
dla drogi Py, cyklu Cy, grafu pelnego Ky, grafu petlnego dwudzielnego K, ,, oraz dla
wybranych produktow grafow. W rozdziale tym rozwazane sa produkty grafow takie,
jak: korona dwoch grafow, X-ztaczenie grafu X i ciagu grafow (Gq,Go,...,G,) ([2]),
ztaczenie dwoch grafow przez podgraf jednego z nich oraz operacje na grafie takie,
jak: t-podzial krawedzi ([18]), domkniety t-podzial krawedzi, Sciggniecie podgrafu do

nowego wierzchotka. Dla niektérych z nich pokazana jest 1-rozszerzalno$é¢ w sensie
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Plummera a dla innych podany jest indeks rozszerzalnosci w sensie Plummera.

Rozdzial trzeci zawiera wyniki dotyczacy rozszerzalnosci krawedziowej i wierzchot-
kowej w sensie Berge’a. Wyznaczone sa w tym rozdziale indeksy i liczby rozszerzalno-
sci krawedziowej 1 wierzchotkowej w sensie Berge’a: ext*(Py1), Fxt(Py) i ext*(C)),
Ext(C)). Ponadto, badana jest rozszerzalnosé krawedziowa grafu otrzymanego przez
t-podziat krawedzi, domkniety ¢-podziatl krawedzi, duplikacje wierzchotka oraz zla-
czenie z grafem K. W odniesieniu do rozszerzalnosci wierzchotkowej rozwazany jest
produkt grafow zwany ztaczeniem n grafow. W ostatniej czesci tego rozdzialu dokona-
ny jest podzial klasy grafow rozszerzalnych w sensie Plummera i Berge’a z indeksem
rozszerzalnosci co najmniej 0 lub 1 i liczba rozszerzalnosci co najmniej 1 na podklasy
grafow o identycznych indeksach lub liczbach rozszerzalnosci réznych typow. Podane
sa przyktady graféw do nich nalezacych oraz zaleznosci miedzy tymi podklasami.

Czes¢ pierwsza rozdziatu czwartego zawiera wtasnosci zbioréw prawie doskona-
tych i doskonale dominujacych w grafach i ich produktach. Wyznaczona jest miedzy
innymi moc najmniejszego 1-maksymalnego zbioru prawie doskonatego oraz najmniej-
szego 1-maksymalnego zbioru doskonale dominujacego w grafach P,, C), oraz w grafie
X[G1, Gy, ..., G| zwanym X-zlaczeniem grafu X i ciagu grafow (Gi,Ga,...,G,). W
drugiej czesci umieszczone sg twierdzenia podajace zaleznosci miedzy k-rozszerzalnoscia
w sensie zbioréw prawie doskonaltych (k-np-rozszerzalnoscia) i k-rozszerzalnoscia w
sensie zbiorow doskonale dominujacych (k-pd-rozszerzalnoscia) oraz twierdzenia do-
tyczace zwiazkow miedzy k i (k — 1)-rozszerzalnoscia tego samego typu rozszerzalno-
sci. Rezultaty uzyskane w pierwszej i drugiej czesci tego rozdziatu postuza do zbada-
nia rozszerzalnosci w sensie wspomnianych podzbioréw wierzchotkéw grafow P,, C,,,
P,[G4,Gs, ..., G, C,[G1, Gy, ...,G,] oraz wyznaczenia ich liczb rozszerzalnosei.

Czes¢ rezultatow zawartych w tej pracy byta prezentowana na konferencjach na-
ukowych. Wigkszos¢ wynikow zawartych w rozdziale pierwszym stanowi publikacje
wspotautorska [23], podobnie jak czes¢ rezultatow z rozdzialu czwartego o produkcie
kartezjariskim i silnym produkcie dwoch grafow [22]. Rezultaty z ostatniego rozdziatu
dotyczace produktu kartezjanskiego i silnego produktu n graféow dla n > 2 zostaty
przyjete do druku w czasopismie Opuscula Mathematica [26]. Pozostate wyniki za-
mieszczone w rozdziale czwartym zostaly przedstawione do recenzji w czasopismie

Mathematica Slovaca [27].



Wykaz oznaczen

G — graf spojny, prosty (graf), 9

V(G) — zbior wierzchotkow grafu G, 9

E(G) — zbior krawedzi grafu G, 9

S C V(G) — podzbior whasciwy S zawarty w zbiorze V(G), 9
G1 C G — podgraf G, grafu G, 9

G, C G — podgraf wlasciwy G, grafu G, 9

G < G — podgraf indukowany G, grafu G, 9

G, < G — podgraf wlasciwy indukowany grafu G, 9

(X)g — podgraf G grafu G indukowany przez zbior X C V(G), 9
uv — krawedz tgczaca wierzchotki v i v w grafie G, 9

N¢(u) — otwarte sasiedztwo wierzchotka u w grafie G, 9
Nglu] — domkniete sasiedztwo wierzchotka u w grafie G, 9
degq(u) — stopien wierzchotka u w grafie G, 9

dg(u,v) — dlugosé najkrotszej drogi z u do v w grafie G, 10
K, — graf bezkrawedziowy o p wierzcholkach, 9

P, — graf zwany droga o n wierzchotkach, 10

C, — graf zwany cyklem o n wierzchotkach, 10

K, — graf pelny o n wierzchotkach, 10

K, — graf pelny dwudzielny o m + n wierzchotkach, 10
), — n-wymiarowa kostka, 18

G" — graf bedacy r-ta potega grafu G, 10

L(G) — graf krawedziowy grafu G, 46

d(G) — najmniejszy stopien wierzchotka w grafie G, 9



A(G) — najwiekszy stopienn wierzchotka w grafie G, 9

(G) — moc najwickszego zbioru niezaleznego wierzchotkow w grafie G, 10

2

e

(G)
(G)-zbior — zbidr niezalezny wierzchotkow mocy a(G) w grafie G, 10
(G)

=@

(G) — moc najwiekszego zbioru niezaleznego krawedzi w grafie G, 10
[(G)-zbior — zbior niezalezny krawedzi mocy [(G) w grafie G, 10

B-graf — graf, w ktorym kazdy wierzchotek jest zawarty w a(G)-zbiorze, 11
B*-graf — graf, w ktorym kazda krawedz jest zawarta w (3(G)-zbiorze, 11
B**-graf — graf, ktory jest jednoczesnie B-grafem i B*-grafem, 52

Mg — skojarzenie doskonate w grafie G, 10

ext(G) — indeks rozszerzalnosci w sensie Plummera grafu G, 10

ext*(G) — indeks rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a grafu G, 11
Ext(G) — liczba rozszerzalnosci wierzchotkowej w sensie Berge’a grafu G, 11
np-zbiér — zbiér prawie doskonalty, 171

n,(G) — moc najmniejszego 1-maksymalnego np-zbioru w G, 11
n,(G)-zbior — np-zbiér mocy n,(G), 11

En,(G) — liczba np-rozszerzalnosci grafu G, 12

pd-zbiér — zbioér doskonale dominujacy, 11

~v(G) — moc najmniejszego pd-zbioru w grafie G, 11

pa(G) — moc najmniejszego 1-maksymalnego pd-zbioru w G, 11
pa(G)-zbioér — pd-zbior mocy pq(G), 11

Epqa(G) — liczba pd-rozszerzalnosci grafu G, 12

G o H — korona grafow G i H, 12

G, + G + -+ + G, — ztaczenie n grafow Gy, G, ...,G,, 12
G+y=G+ K =K)G K, 12

X[G1, Gy, ..., G, — X-zlaczenie grafu X i ciagu (G1, Ga, ..., Gy), 12

G1(G) + H — zlaczenie grafow G i H podgrafem G, grafu G, 12

S(G, H) — quasi-sterta grafow G i H, 12

G, — graf zwany t-podziatem krawedzi, 12

Gy — graf zwany domknietym ¢-podziatem krawedzi, 12

G/H — graf zwany Sciagnieciem podgrafu H grafu G do nowego wierzchotka, 13
Gle=G/K,, 13

G — e — graf z usunietg krawedzig e, 13

G — A — graf z usunietym zbiorem A C V(G), 13

G — x — graf z usunietym wierzchotkiem = € V(G), 18

G* — graf zwany duplikacja wierzchotka x, 13



G1 x Gy — produkt kartezjanski grafow G i Go, 18

G ® G9 — silny produkt grafow G, i G, 18

X, S; — uogolniony produkt kartezjanski zbiorow S, ..., S,, 67

X" ,G; — uogdlniony produkt kartezjanski grafow Gy, ..., G,, 67
* 1 G; — uogoélniony silny produkt grafow Gy, ...,G,,, 67



Rozdzial 1

Podstawowe definicje 1 oznaczenia

Symbolem G oznaczaé¢ bedziemy graf spojny, prosty. Przez V(G), E(G) ozna-
cza¢ bedziemy zbior wierzchotkéow i odpowiednio zbiér krawedz: gratu G. Symbolu
S C V(G) bedziemy uzywaé jezeli S bedzie podzbiorem wlasciwym zbioru V(G).
Elementy zbioru E(G) bedziemy oznaczaé przez uv. Symbolem K, bedziemy oznacza¢
graf bezkrawedziowy o p wierzchotkach. Symbol G; C G (G; C G) oznacza, ze G
jest podgrafem (podgrafem wtasciwym) grafu G. Jezeli Gy jest podgrafem (podgrafem
wlasciwym) indukowanym grafu G, to fakt ten zapisujemy G; < G (G; < G) lub
G1 = (X)g jezeli X = V(Gy), a o G; méwimy, ze jest podgrafem grafu G indukowa-
nym przez zbior X.

Mowimy, ze wierzchotki u,v sa sgsiednie w grafie G, jezeli istnieje krawedz wv
w grafie G. Zwrotu “wierzchotki u i v sa pokryte krawedzia e’ bede uzywaé jezeli
e = uv. Ng(u) oznacza otwarte sgsiedztwo wierzchotka u w grafie G: tj., Ng(u) =
{v e V(G): w € E(G)} oraz Nglu] oznaczamy domknicte sqsiedztwo wierzchotka u
w grafie G: tj., Ng[u] = Ng(u) U {u}. Stopien wierzchotka uw w grafie G oznaczamy
symbolem degg(u) i definiujemy nastepujaco: degg(u) = |Ng(u)|. Najmniejszy (naj-
wigkszy) stopienl wierzchotka w grafie G oznaczamy symbolem §(G) (A(G)). Jezeli
dega(u) = 0, to u nazywamy wierzchotkiem izolowanym grafu G, jezeli degg(u) = 1,

to u nazywamy wierzchotkiem wiszacym grafu G, a jezeli degg(u) = |V (G)| — 1, to u



nazywamy wierzchotkiem uniwersalnym grafu G. Graf, w ktorym kazdy wierzchotek
jest wierzchotkiem uniwersalnym nazywamy grafem petnym. Jezeli graf pelny ma n
wierzcholtkéw, to oznaczamy go symbolem K,,. Grafem petnym dwudzielnym nazywa-
my graf, w ktérym zbior wierzchotkéw mozna podzielié na dwie roztgczne klasy Vi, Vs
tak, aby kazde dwa wierzchotki nalezace do réznych klas byly sasiednie, a zadne dwa
wierzchotki nalezace do tej samej klasy nie byly sasiednie. Jezeli |Vi| = moraz |V,,| = n
dla m,n > 1, to taki graf oznaczamy symbolem K,,,. W szczegdlnosci jezeli m = 1
lub n =1, to graf K,,, nazywamy gwiazdq.

Dla n > 2, drogg o n wierzchotkach nazywamy graf P,, w ktorym V(P,) =
{z1, 29, .0, } oraz E(P,) = {xix9, 273, ...,x,_17,}. Dodatkowo, jezeli n = 1, to
P, = K;. Dla n > 3, cyklem o n wierzchotkach nazywamy graf C,,, w ktérym
V(C,) = V(P,) oraz E(C,,) = E(P,)U{x12,}. Dlugosciqg drogi P, (cyklu C,,) nazywa-
my liczbe krawedzi drogi (cyklu). Poniewaz grafowi P, odpowiada ciag wierzchotkow
X1, To, ..., T,, dlatego bedziemy pisaé, ze droga P, tqczy wierzchotki xq i x,. Dlugosé
najkrotszej drogi taczacej wierzchotki u i v w grafie G nazywamy odlegtosciq wierz-
chotka u od wierzchotka v i oznaczamy dg(u,v). Dla r > 1, r-tq potegq grafu G
nazywamy graf G” taki, ze V(G") = V(G) oraz E(G") = {uv: u,v € V(G) oraz
1 <dg(u,v) <r}.

Moéwimy, ze podzbior A C V(G) jest zbiorem niezaleznym wierzchotkow w grafie
G jezeli dla dowolnego wierzchotka x € A, Ng(x) N A = (). Moc najwiekszego zbioru
niezaleznego wierzchotkow w grafie G oznaczamy «(G). Zbior niezalezny wierzchotkow
w grafie G mocy a(G) bedziemy krotko nazywaé aG)-zbiorem. Skojarzeniem w grafie
G lub zbiorem niezaleznym krawedzi w grafie G nazywamy podzbior zbioru F(G), w
ktorym zadne dwie krawedzie nie sa sasiednie, czyli nie maja wspolnego wierzchotka.
Moc najwiekszego zbioru niezaleznego krawedzi w grafie G oznaczamy ((G). Zbior
niezalezny krawedzi w grafie G mocy (3(G) bedziemy nazywaé¢ (3(G)-zbiorem. Skoja-
rzenie w grafie G nazywamy skojarzeniem doskonatym w grafie G jezeli pokrywa ono
wszystkie wierzchotki grafu G. Symbolu Mg bedziemy uzywaé do oznaczenia dowol-
nego skojarzenia doskonatego w grafie G.

Niech k bedzie liczba catkowita taka, ze 0 < k < 5|V(G)| — 1. Graf G nazywamy
k-rozszerzalnym w sensie Plummera, jezeli w grafie G istnieje skojarzenie doskonate
oraz kazde skojarzenie o k krawedziach mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonalego
w grafie G. Mowimy, ze graf G jest O-rozszerzalny w sensie Plummera jesli zawiera
skojarzenie doskonate. Indeksem rozszerzalnosci w sensie Plummera grafu G nazywa-

my liczbe ext(G) X max{k: G jest k-rozszerzalny w sensie Plummera}. Oznaczenie
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ext(() pojawilo sie po raz pierwszy w pracy [15].

Niech k bedzie liczba calkowity taka, ze 1 < k < B(G) — 1. Wowcezas graf G
nazywamy k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a, jezeli kazde skojarzenie o k
krawedziach mozna rozszerzy¢ do 5(G)-zbioru w grafie G. Jezeli k = 1 albo 3(G) = 1,
to G jest znany w literaturze jako B*-graf ([13|). Indeksem rozszerzalnosci krawedziowej
w sensie Berge’a grafu G nazywamy liczbe ext*(G) = max{k: G jest k-rozszerzalny
krawedziowo w sensie Berge’a}.

Niech k bedzie liczbg catkowita taka, ze 1 < k < a(G)—1. Wowcezas graf G nazywa-
my k-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a, jezeli kazdy k-elementowy zbior
niezalezny wierzchotkow mozna rozszerzy¢ do o(G)-zbioru. Jezeli k = 1 albo a(G) =1,
to G jest znany w literaturze jako B-graf (graf Berge’a) [1|. Liczbg rozszerzalnosci
wierzchotkowej w sensie Berge’a grafu G nazywamy liczbe Ext(G) = max{k: G
jest k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge'a}.

Mowimy, ze podzbior S C V(G) jest zbiorem prawie doskonatym w grafie G
(krotko: mp-zbiorem w grafie G), jezeli kazdy wierzchotek u € V(G) — S ma co
najwyzej jednego sasiada w zbiorze S ([5]). Zbiorem doskonale dominujgcym w gra-
fie G (krotko: pd-zbiorem w G) nazywamy zbior S C V(G) taki, ze kazdy wierz-
chotek u € V(G) — S ma dokladnie jednego sasiada w zbiorze S (|5]). Z definicji
zbioru prawie doskonalego i doskonale dominujacego wynika, ze kazdy pd-zbiéor w
dowolnym grafie jest np-zbiorem w tym grafie. Zauwazmy rowniez, ze zbiér pusty,
zbiér 1-elementowy oraz zbior V(G) sa np-zbiorami w dowolnym grafie G oraz, ze
V(G) jest pd-zbiorem w dowolnym grafie G. Np-zbiér (pd-zbiér) S w grafie G na-
zywamy 1-maksymalnym np-zbiorem (pd-zbiorem), jezeli dla dowolnego wierzchotka
u € V(G) — S zbior S'U {u} nie jest np-zbiorem (pd-zbiorem) w grafie G. Zauwazmy,
ze V(@) jest 1-maksymalnym np-zbiorem (1-maksymalnym pd-zbiorem) w dowolnym
grafie G. 1-maksymalny np-zbior zostal po raz pierwszy zdefiniowany w pracy [5].
Moc najmniejszego 1-maksymalnego np-zbioru w grafie G oznaczamy przez n,(G)
([5]), a 1-maksymalny np-zbiér mocy n,(G) bedziemy nazywac n,(G)-zbiorem. Jezeli
G nie jest gwiazda, to n,(G) < [V(G)]| (|8]). Moc najmniejszego pd-zbioru w grafie G
oznaczamy przez v,(G) ([5]). Moc najmniejszego 1-maksymalnego pd-zbioru w grafie
G oznaczamy przez p,(G), a l-maksymalny pd-zbiér mocy py(G) bedziemy nazywaé
pa(G)-zbiorem.

Zalozmy, ze G nie jest gwiazda K, dla n > 1 oraz niech k bedzie liczba cal-
kowita taka, ze 1 < k < n,(G) — 1. Wowcezas graf G nazywamy k-rozszerzalnym w

sensie zbiorow prawie doskonatych (krotko: G jest k-np-rozszerzalny)), jezeli kazdy
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k-elementowy np-zbiér mozna rozszerzy¢ do n,(G)-zbioru. Liczbg np-rozszerzalnosci
grafu G nazywamy liczbe En,(G) = max{k: G jest k-np-rozszerzalny}.

Zatozmy, ze py(G) # |V(G)| oraz niech k bedzie liczba caltkowita taka, ze 1 <
k < ps(G) — 1. Mowimy, ze graf G jest k-rozszerzalny w sensie zbioréw doskonale
dominugjgcych (krotko: G jest k-pd-rozszerzalny)), jezeli kazdy k-elementowy pd-zbior
mozna rozszerzy¢ do pg(G)-zbioru. Liczbg pd-rozszerzalnosci grafu G nazywamy liczbe
Epq.(G) et max{k: G jest k-pd-rozszerzalny}.

Niech |V(G)| = n. Oznaczmy przez nH sume roztaczna n kopii grafu H. Korong
grafow G 1 H nazywamy graf G o H otrzymany z sumy roztacznej grafu G oraz grafu
nH przez potaczenie i-tego wierzchotka grafu G z kazdym wierzchotkiem i-tej kopii
grafu H dlai=1,2,...,n

Niech V(X) = {x1,22,...,2,} dla n > 2 bedzie zbiorem wierzchotkow grafu X.
Oznaczmy przez (Gy,Go, ...,G,) ciag n roztacznych grafow. X-ztgczeniem grafu X i
ciagu (G1,Go, ...,G,) ([2]) nazywamy graf X[Gy, Ga, ...,Gp], w ktc’)rym
V(X[G1,Ga, ..., Gyl) = U V(G;) oraz E(X|[G1,Ga,...,Gy]) = U E(G;) U F, gdzie
F jest zbiorem Wszystklch mozhwych krawedzi taczacych Wlel"ZChOH{l zbiorow V (G;),
V(G;) dlai # j € {1,2,..n} wtedy i tylko wtedy, gdy z;z; € E(X). Jesli X = K,
to K,|G1,Gs,...,G,| = Gy + Go + - -+ + G,, — zlaczenie n grafow Gy,Gs,...,G,. W
szezegolnosel, jezeli Ky = {y}, to Ky|G, K] = G + K, = G + y. Jezeli natomiast
G =Gdlai=1,2,..,n, to graf X|G,G,...,G] jest produktem leksykograficznym

grafow X 1 G, ktory oznaczany jest w litera%urze symbolem X|[G].

Niech Gy C G. Ztgczeniem grafow G i H podgrafem G nazywamy graf G1(G) + H
otrzymany z sumy roztacznej grafow G i H przez potaczenie kazdego wierzchotka
podgrafu GGy z kazdym wierzchotkiem grafu H.

Niech G i H beda grafami roztacznymi oraz niech za2’ € E(G) i hh' € E(H) beda
dowolnymi krawedziami. Quasi-stertq grafow G i H wiszqcg na krawedziach xx' i hh'/
nazywamy graf S(G, H) taki, ze V(S(G,H)) = V(G) UV (H) oraz E(S(G,H)) =
E(G)UE(H)U{xh,z'h}.

Wprowadzimy uogoélnienie grafu zwanego w literaturze podziatem krawedzi ([18]).
Niech uv € FE(G) bedzie dowolna krawedzia grafu G. Przez t-podziat krawedzi uv
(t > 1) rozumiemy graf G, otrzymany z grafu G przez usuniecie krawedzi uv, i
dodanie ¢t nowych wierzchotkow: 1, s, ...y (zwanych wierzchotkami t-podziatu) wraz
z nowymi krawedziami: uyi, y1Y2, YoVs, ..., y:v. Przez domkniety t-podzial krawedzi uv
(t > 1) rozumiemy graf G, otrzymany z grafu G przez dodanie ¢ nowych wierzchotkow:

Y1, Y2, ---y¢ (zwanych wierzchotkami domknietego t-podziatu) wraz z nowymi krawedzia-
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mi: Uy, Y1y2, Y2Ys; - Yev-
Niech H bedzie dowolnym podgrafem grafu G. Symbol G/H oznacza graf zwany

sciggnieciem podgrafu H grafu G do nowego wierzchotka vy. Bardziej formalnie:
V(G/H) = (V(G) = V(H)) U{vy}, gdzie vy jest “nowym wierzchotkiem”,

vy ¢ V(G)U E(G), oraz E(G/H) ={uv € E(G): {u,v}NV(H)=0}U

{vgv: v € V(G) — V(H) oraz istnieje h € V(H) taki, ze hv € E(G)}. Graf G/ K,
jest oznaczany w literaturze (|7]) symbolem G/e.

Niech e € E(G) bedzie dowolna krawedzia grafu G. Symbol G — e oznacza podgraf
grafu G otrzymany przez usuniecie krawedzi e z grafu G. Jezeli A C V(G), to symbol
G — A oznacza podgraf grafu G indukowany przez zbior V(G) — A. Jezeli A = {x}, to
zamiast G — {z} bedziemy pisa¢ G — z.

Niech z € V(@) bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G. Duplikacjq wierzchotka x
([4]) nazywamy graf G* taki, ze V(G*) = V(G)U{2'} oraz E(G*) = E(G)U{yx": y €
Ne(z)}. Wierzchotek 2’ nazywamy kopia wierzchotka x, a wierzchotek x nazywamy
oryginalem wierzchotka .

Definicje pojeé, ktore zostaly uzyte w pracy, ale nie zostaly zdefiniowane, znajduja

sie w [7].
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Rozdzial 2

Grafy rozszerzalne w sensie Plummera

2.1. Wprowadzenie

Wyniki zawarte w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [23]. Wprost z de-
finicji skojarzenia doskonaltego w grafie G' jako wlasnosé wynika warunek konieczny

k-rozszerzalnosci (0 < k < $|V(G)| — 1) w sensie Plummera grafu G.

Wtasno$é 2.1.1. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny w sensie Plummera dla k > 0, to

|V(G)] jest liczbg parzystq.

Dlatego tez bedzie badana rozszerzalnos¢ w sensie Plummera takich grafow, ktore maja
parzysta liczbe wierzchotkéw. Poniewaz w tym rozdziale bedzie wystepowat tylko jeden
rodza] rozszerzalnosci graféw, tzn. rozszerzalno$¢ w sensie Plummera, dlatego bede
pisa¢ krotko: “graf k-rozszerzalny” zamiast “graf k-rozszerzalny w sensie Plummera”.

Wprost z definicji grafu k-rozszerzalnego wynika
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2.1. Wprowadzenie

Wtasnosé 2.1.2. Jezeli dla pewnego wierzchotka x € V(G) istnieje skojarzenie M
pokrywajgce wszystkie wierzchotki zbioru Ng(x), to graf G nie jest k-rozszerzalny dla
k=|M]|.

Powyzsze spostrzezenie bedzie czesto wykorzystywane w dowodach twierdzen zamiesz-
czonych w tym rozdziale. Nastepujace rezultaty, ktore ukazaly sie w [29], [31], beda

rowniez uzyteczne w dalszych rozwazaniach

Twierdzenie 2.1.1. M. D. Plummer, [29]

Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym dla k > 1, to G jest grafem (k—1)-rozszerzalnym.

Twierdzenie 2.1.2. M. D. Plummer, [29]

Niech G bedzie grafem o parzystej liczbie wierzchotkow |V (G)| > 4 oraz niech k,m
bedg liczbami catkowitymi takimi, ze 5|V (G)| +k < m < [V(G)| — 1. Wowczas kazdy
graf G, w ktorym 6(G) = m jest k-rozszerzalny.

Twierdzenie 2.1.3. M. D. Plummer, [31]
Dla dowolnej krawedzi e € E(G) grafu k-rozszerzalnego G (k > 1), graf G — e jest

(k — 1)-rozszerzalny.
7 Twierdzenia 2.1.1 oraz Twierdzenia 2.1.3 wynika

Whiosek 2.1.1. Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym dla k > 1 oraz e = vy € E(Q)
jest dowolng krawedzig tego grafu, to G — {x,y} jest grafem (k — 1)-rozszerzalnym.

Dowoéd. Niech G bedzie grafem k-rozszerzalnym dla & > 1. Przyjmijmy oznacze-
nia: Go = G — e oraz G4 = G — {z,y}. Pokazemy, ze w grafie G; istnieje k — 1
niezaleznych krawedzi. Zauwazmy, ze Twierdzenie 2.1.1 gwarantuje 1-rozszerzalnosé
grafu G. Mozemy zatem rozszerzy¢ krawedz e = zy € E(G) do skojarzenia dosko-
nalego Mg w G, tzn., xy € Mg oraz |Mg| = L |V(G)| > k + 1. Oczywiscie zadna
krawedz zbioru Mg (rézna od e) nie pokrywa wierzchotka x i wierzcholtka y. Zatem
Mg — {e} C E(G41),|Mg — {e}| > k oraz zbior Mg — {e} jest skojarzeniem w grafie
(1. Mozna wiec wybra¢ ze zbioru Mg — {e} k — 1 niezaleznych krawedzi w Gj.

Zalozmy, ze A jest dowolnym skojarzeniem mocy k — 1 w grafie GG;. Co wiecej, A jest
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2.1. Wprowadzenie

skojarzeniem w grafie Gy. Z Twierdzenia 2.1.3 wynika, ze graf Gy jest (k — 1)-rozsze-
rzalny. Istnieje zatem skojarzenie doskonate Mg, takie, ze A C Mg, (oczywiscie do-
ktadnie jedna krawedz e, pokrywajaca wierzcholek x oraz dokladnie jedna krawedz e,
pokrywajaca wierzchotek y nalezy do zbioru Mg, ). Zatem zbior Mg, = Mg, —{e., ey}
jest skojarzeniem doskonalym w grafie Gy oraz A C Mg,. Oznacza to, iz graf G; =

G — {z,y} jest (k — 1)-rozszerzalny, co nalezalo wykazac.

C. H. C. Little, D. D. Grant i D. A. Holton w 1975 roku ([25]) udowodnili warunek
konieczny i wystarczajacy na to aby graf G byt grafem 1-rozszerzalnym. Warunek ten
jest sformulowany w terminach liczby nieparzystych komponent spojnosci grafu G —.9,
gdzie S jest dowolnym podzbiorem zbioru V(G). Z definicji grafu 1-rozszerzalnego oraz

z Twierdzenia 2.1.1 otrzymujemy warunek konieczny k-rozszerzalnosci grafu dla k& > 1.

Twierdzenie 2.1.4. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny dla k > 1, to |V(G)| > 4 oraz
(G) > 2.

Dowdd. Niech G bedzie grafem k-rozszerzalnym dla k > 1. Wtedy graf G jest
1-rozszerzalny, co wynika z Twierdzenia 2.1.1. Z definicji k-rozszerzalnosci grafu G
wiemy, ze prawdziwa jest nierownos¢ 0 < k < 3 |V(G)| -1, czyli [V(G)| > 4 dla k = 1.
Przypusémy, ze §(G) < 2. Wykazemy, ze graf G nie jest grafem k-rozszerzalnym.
Wowcezas w grafie GG istnieje wierzchotek stopnia 0 lub stopnia 1. Istnienie wierzchotka
izolowanego bytoby sprzeczne ze spdjnoscia grafu G. Jesli w grafie GG istnieje wierzcho-
tek wiszacy o € V(G), to Ng(z) = {2'}. Poniewaz |V(G)| > 4, to ze spojnosci grafu
G wynika, ze istnieje w grafie G krawedz x'z” # xa’, gdzie 2" € V(G). Zauwazmy, ze
krawedzi #’z” nie da si¢ rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego w grafie G' (wierzchotek
x nie ma sasiadow w podgrafie G — {2/, 2"}), co oznacza, ze graf G nie jest grafem
1-rozszerzalnym, a z Twierdzenia 2.1.1 wynika, ze GG nie jest grafem k-rozszerzalnym
dla k£ > 1.

Powyzszy warunek nie wystarczy aby graf G byl k-rozszerzalny dla kazdego k£ > 1.
Wystarczy rozwazy¢ cykl parzysty Cy, dlan > 2. Wtedy |V (Cy,)| = 4 oraz §(Csyy,) = 2,
ale cykl Cy, nie jest grafem k-rozszerzalnym dla zadnego k > 2 (Przyklad 2.1.1).
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2.1. Wprowadzenie

Przypomne, ze ext(G) = max{k: G jest k-rozszerzalny} (str. 10). Korzystajac z

Twierdzenia 2.1.1 nietrudno wnioskowaé, ze

Whiosek 2.1.2. ext(G) = k wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba catkowita

k>0, ze graf G jest k-rozszerzalny i nie jest (k + 1)-rozszerzalny.

Whiosek 2.1.2 postuzy miedzy innymi do wyznaczania indeksu rozszerzalnosci grafow

takich jak: cykl, droga, graf pelny, graf petny dwudzielny.

Przyktad 2.1.1. ext(Cy,) =1, dlan > 2.

Jest oczywiste, ze cykl Cy, (n > 2) jest grafem 1-rozszerzalnym, gdyz biorac dowolng
jego krawedz x;x;,1 1 dotaczajac do niej n—1 krawedzi z; oyx; 1001 dlal =1,2, ..., n—1
(oczywiscie x; 9, = x;) uzyskamy skojarzenie doskonate. Zauwazmy, ze cykl Cy nie
moze by¢ k-rozszerzalny dla k > 2, poniewaz warunck 0 < k < i|V(G)| — 1 nie
jest spelniony dla G = Cy. Jedli n > 2, to w grafie (Y, dla dowolnego wierzchot-
ka z; € V(Cy,) (i € {1,2,...,2n}) istnieje skojarzenie M; = {z; o1, i1 1Ti12}
(oczywiscie x40, = x; dla 1 < j < 2n ) pokrywajace wszystkie wierzchotki zbioru
Ne,, (z;). Poniewaz |M;| = 2, to na mocy Wlasnosci 2.1.2 graf Cy, nie jest grafem
2-rozszerzalnym. Zatem indeks rozszerzalnosci cyklu Cy, wynosi jeden, na podstawie
Wniosku 2.1.2.

Przyktad 2.1.2. ext(P,,) =0, dlan > 1.

Oczywiste jest, ze kazda droga Py, (n > 1) zawiera skojarzenie doskonate (jest O-rozsze-
rzalna). Mozna bowiem wzia¢ pierwsza krawedz drogi Ps,, a nastepnie co druga jej
krawedz i uzyskamy skojarzenie pokrywajace wszystkie wierzchotki tego grafu. Po-
niewaz 0(P,,) = 1 < 2, to z Twierdzenia 2.1.4 wynika, ze droga P,, nie jest grafem

k-rozszerzalnym dla k& > 1. Zatem indeks rozszerzalnosci drogi P, jest rowny zero.

Przyklad 2.1.3. ext(K,) =n—1, dlan > 1.

Zauwazmy, ze ext(Ky) = 0. Jezeli n > 2, to |V (Ky,)| > 4 oraz 6(Ky,) = 2n — 1. Z
Twierdzenia 2.1.2 dla m = 2n — 1 wynika k-rozszerzalno$é grafu K, dla k = n — 1.
7 definicji k-rozszerzalnosci wiemy, ze k < 3|V(Ka,)| —1 = n — 1. Zatem ext(Ka,)

wynosi n — 1.
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2.2. Produkty graféw rozszerzalnych

Przyktad 2.1.4. ext(K,,)=n—1,dlan > 1.

Z definicji grafu petlnego dwudzielnego wynika, ze kazda krawedz grafu K, ,, pokrywa
jeden wierzchotek zbioru V; i jeden zbioru Vs, gdzie ViNVy = () oraz V1UVy = V(K ).
Zatem dowolne skojarzenie M w grafie K, ,, ktore zawiera n — 1 krawedzi pokrywa
n — 1 wierzchotkéw zbioru Vi i n — 1 wierzchotkéw zbioru Vi. Poniewaz |Vi| = |Va| =
n, to dwa wierzchotki, ktére nie sa pokryte przez skojarzenie M, nie moga nalezec¢
jednoczesnie do tego samego zbioru V; dla 1 < ¢ < 2, czyli musza by¢ sasiednie w
grafie K, ,. Zatem skojarzenie M mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonalego w
grafie K, , dodajac jedng krawedZ do zbioru M. Z definicji k-rozszerzalnosci wiemy,

ze k < %|V(Knn)| —1=n—1. Zatem ext(K, ) =n— 1.

2.2. Produkty graféw rozszerzalnych

E. Gyo6ri oraz M. D. Plummer w pracy [15] udowodnili

Twierdzenie 2.2.1. (E. Gyo6ri, M. D. Plummer [15])
Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym oraz Gy jest grafem l-rozszerzalnym, to ich pro-

dukt kartezjanski Gy x Gy jest (k4 1 4 1)-rozszerzalny.

Co wiecej, autorzy wykazali, ze rezultat ten jest najlepszy z mozliwych dla pewnych
klas grafow, tzn. ext(Q,) = n — 1, ext(Qrrir2) = ext(Qri1 X Qi11) = k + 1+ 1 oraz
ext(Qryi2) = ext(Qrr1 X Ky) = k + 1, gdzie @), oznacza n-wymiarows kostke o 2"
wierzcholkach i n2"~! krawedziach, ktory jest produktem kartezjanskim grafow Qi
1 Q41 dlan =k + 1+ 2. Natomiast w pracy [14] E. Gyori oraz W. Imrich udowodnili

nastepujace twierdzenia

Twierdzenie 2.2.2. (E. Gyo6ri, W. Imrich [14])
Jezeli Gy jest grafem k-rozszerzalnym oraz Go jest grafem l-rozszerzalnym (k,1 > 0),

to ich silny produkt G @ Gy jest {%Q(lﬂ)} -rozszerzalny.
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Twierdzenie 2.2.3. (E. Gyori, W. Imrich [14])
Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym, to G @ Ky jest grafem (k + 1)-rozszerzalnym.

W oparciu o te wyniki mozna wyznaczy¢ indeksy rozszerzalnosci produktu kartezjan-

skiego i silnego produktu dwoch graféw nalezacych do znanych w literaturze klas.

Whniosek 2.2.1. Niech m,n bedqg liczbami naturalnymi parzystymi. Wowczas
ext(P,, x P,) =1, jezelim,n > 2, ext(P, x C,) =2, jezelim > 2,n >4 oraz
ext(Cy, x Cp,) = 3, jezeli m,n > 4.

Dowéd. Z Przyktadu 2.1.11 Przyktadu 2.1.2 (str. 17) oraz z zacytowanego na wstepie
tej czesci Rozdziatu 2 Twierdzenia 2.2.1 wynika, ze dla liczb naturalnych parzystych
m,n graf P, x P, jest 1-rozszerzalny, jezeli m,n > 2, graf P,, x C, jest 2-rozszerzalny,
jezelim > 2,n > 4, a graf C,, xC), jest 3-rozszerzalny, jezeli m,n > 4. Latwo sprawdzié,
ze ext(Py X Py) = ext(Cy) = 1, ext(Py x Cy) = 2 oraz ext(Cy x Cy) = 3.

Rozwazmy najpierw graf P, x P, dla m > 2 lub n > 2. Bez straty ogo6lno-
ci zalozmy, ze n > 2. Wtedy w grafie P,, x P, dla wierzchotka u = (x1,1;) €
V(P,, x P,) istnieje skojarzenie M; = {(x2,y1)(x2,y2), (x1,y2)(x1,y3)} pokrywajace
wszystkie wierzchotki zbioru Np_ «p, (u). Poniewaz |M;| = 2, to P, x P, nie jest
grafem 2-rozszerzalnym, na mocy Wlasnosci 2.1.2 (str. 15). Zatem z Wniosku 2.1.2
(str. 17) wynika, ze ext(P,, x P,) = 1.

Rozwazmy teraz graf P,, x C,, dla m > 2 lub n > 4. Zauwazmy, ze dla m > 2 lub
n >4 w grafie P,, x C,, dla wierzchotka v = (x1,y1) € V(P,, x C,,) istnieje skojarzenie
My = My U {(z1,yn)(z2,yn)} pokrywajace wszystkie wierzcholki zbioru Np_ ¢, (v).
Poniewaz |Ms,| = 3, to, na mocy Wlasnosci 2.1.2 (str. 15), P, x C, nie jest grafem
3-rozszerzalnym, wiec ext(P,, x C,) = 2, zgodnie z Wnioskiem 2.1.2.

Rozwazmy na koniec graf C,, x C,, dla m > 4 lub n > 4. Bez straty ogé6lnosci za-
tozmy, ze n > 4. Wtedy w grafie C,, x C,, dla wierzchotka w = (x1,y1) € V(C,, x Cy)
istnieje skojarzenie My = My U {(Zm, y1)(Zm,y2)} pokrywajace wszystkich jego sa-
siadow w grafie C,, x C,,. Poniewaz |M3| = 4, to z Wlasnosci 2.1.2 i Wniosku 2.1.2

otrzymujemy ext(C,, x C,) = 3, co konczy dowod.

Whiosek 2.2.2. Niech m,n bedqg liczbami naturalnymi parzystymi. Wowczas
ext(P,, ® P,) =1, jezelim,n > 2 oraz ext(P,, ® C,) = 2, jezelim > 2,n > 4.
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Dowéd. Z Przyktadu 2.1.2 1 Przyktadu 2.1.1 (str. 17) oraz z zacytowanego na wstepie
tej czesci Rozdziatu 2 Twierdzenia 2.2.2 i Twierdzenia 2.2.3 wynika, ze dla liczb natural-
nych parzystych m,n graf P,,® P, jest O-rozszerzalny, jezeli m,n > 2, graf P,, @ C,, jest
l-rozszerzalny, jezeli m > 2,n > 4. Latwo sprawdzi¢, ze ext(P, @ Py) = ext(Ky) = 1
oraz ext(Py ® Cy) = 2.

Rozwazmy graf P, ® P, dla m > 2 lub n > 2. Bez straty ogélnosci niech n > 2.
Pokazemy najpierw, ze P, ® P, jest grafem l-rozszerzalnym. Niech e € E(P,, ® P,)
bedzie dowolng krawedzia grafu P, ® P,. Jezeli e € E(P,, ® P,) N E(P,, x P,), to
e jest krawedzia grafu P,, x P,. Wtedy z Wniosku 2.2.1 wynika, ze P,, X P, jest
grafem 1-rozszerzalnym, wiec krawedZ e nalezy do pewnego skojarzenia doskonale-
go w grafie P,, x P,. Poniewaz P,, x P, jest podgrafem grafu P,, ® P,, w ktorym
V(P,x P,)=V(P,®P,) oraz E(P,, x P,) C E(P,, ® P,), to skojarzenie doskonale
w grafie P, x P, jest rowniez skojarzeniem doskonatym w grafie P,, ® P,. Fakt ten
dowodzi, ze krawedz e nalezy do skojarzenia doskonatego w grafie P, ® P,. Jezeli
e¢ E(P,®P,)NE(P, x P,), to e jest krawedzia “skosna” grafu P,, ® P,. Zauwazmy,
ze zbiory My, My, M3, M, oznaczone na Rysunku 2.1 odpowiednio kolorami: czerwo-
nym, niebieskim, zielonym, czarnym sa skojarzeniami doskonatymi w grafie P,, ® P,.
Ponadto, F(P,, ® P,) — E(P,, x P,) C M; U My U M3 U M,. Zatem istnieje skoja-
rzenie doskonate M; dla i € {1,2,3,4} zawierajace krawedz e, tzn. graf P,, ® P, jest

| A
A

Py

Rysunek 2.1. Skojarzenia doskonalte My, Ms, M3, My w grafie P, ® P,.

1-rozszerzalny.
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Nastepnie, analogicznie jak w dowodzie Wniosku 2.2.1, mozna wykazaé, ze graf P,,® P,
nie jest grafem 2-rozszerzalnym, wiec ext(P,, ® P,) = 1.

Rozwazmy graf P, ® C,, dla m > 2 lub n > 4. Pokazemy najpierw, ze P,, ® C,, jest
grafem 2-rozszerzalnym. Niech {e, f} C E(P,, ® C,) bedzie dowolnym skojarzeniem w
grafie P, ® C,. Jezeli {e, f} C E(P,, ® C,,) N E(P,, x Cy,), to {e, f} C E(P,, x Cy,).
Wtedy z Wniosku 2.2.1 wynika, ze P,, x C,, jest grafem 2-rozszerzalnym, wiec zbior
{e, f} zawiera sie w pewnym skojarzeniu doskonatym w grafie P,, x C,. Analogicznie
jak w przypadku grafu P,, ® P,, wnioskujemy, ze jest to skojarzenie doskonate w grafie
P,,®C,. Jezeli {e, f} nie zawiera sie w zbiorze E(P,, ® C,) N E(P,, x C,), to [{e, f} N
E(P,xC,)| = 1lub {e, f}NE(P,,xC,) = 0. Symbolem P/ oraz C oznacza¢ bedziemy
podgraf indukowany grafu P,, ® C, izomorficzny odpowiednio z grafem P,, ® K, oraz
Ky @ C, zawierajacym krawedz f. W analogiczny sposob definiujemy podgrafy P
oraz C¢. Symbolem C% bedziemy oznaczac¢ podgraf grafu P,, ® C,, indukowany przez
zbior {z;} x V(C,) dla x; € V(PB,,), izomorficzny z cyklem C,. Rozpatrzymy dwa
przypadki.

Przypadek 1. [{e, f} N E(P,, x Cy,)| = 1. Bez straty ogdlnosci zalozmy, ze
e € E(P, x Cy,) oraz [ ¢ E(P,, x C,,).

Niech e € E(CY) (e € E(P,, x C,,)). Wowezas {e, f} C E(CI).

M c/ -

i
(1l
(I

|
|
=

Rysunek 2.2. Skojarzenie doskonate M, U Fy w grafie P, ® C),, zawierajace zbior {e, f}.
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7Z Przyktadu 2.1.1 (str. 17) oraz z Twierdzenia 2.2.3 wynika, ze C/ jest grafem 2-rozsze-
rzalnym. Zatem istnieje skojarzenie doskonate MC{; w podgrafie C7 zawierajace zbior
{e, f}. Jezeli m = 2, to Cf = P,, ® C,, wiec MC£ jest skojarzeniem doskonalym w
grafie P, ® C,, zawierajacym zbior {e, f}. Jezeli m > 2, to zauwazmy, ze kazdy graf
C% dlai € {1,2,...,m} takiego, ze V(C% )NV (CS) = () zawiera skojarzenie doskonate
Mg (CF = Cy,). Zatem graf P, ® C,, — V(C}) zawiera skojarzenie doskonale Fy
bedace suma roztaczng m — 2 skojarzen Mgz (patrz Rysunek 2.2). Oznacza to, ze
istnieje skojarzenie doskonate M s U Fy w grafie P, ® C,, zawierajace zbior {e, f}.
Niech e ¢ E(CY) (e € E(P,, x C,,)). Wowczas, m > 2. Zatozmy, ze e jest krawedzig
postaci (z;,y,)(%j11,Yp), gdzie z,;x;41 € E(P,,) oraz y, € V(C,). Woéwczas w zbiorze
V (P/) nie ma wierzchotkéw pokrytych krawedzig e (gdyby tak nie byto, to e € E(PI)).
Poniewaz P/ = P,,® K, to z Przyktadu 2.1.2 (str. 17) oraz z Twierdzenia 2.2.3 wynika,
ze P! jest grafem 1-rozszerzalnym. Zatem w podgrafie P/ mozna wybraé skojarzenie
doskonate M pi TozZszZErzajace krawedz f. Natomiast w podgrafie P, x C,, — V(P/) =
P, X P, (ext(P,, x P,_5) =1, Wniosek 2.2.1) mozna wybra¢ skojarzenie doskonale
Mp, «p,_, zawierajace krawedz e (patrz Rysunek 2.3). Poniewaz P, x C,, — V(P]) C
P, ® C, — V(P!), przy czym V(P,, x C,, = V(P!)) = V(P,, ® C,, — V(P!)) oraz
E(P,xC,-V(P))) C B(P,®C,—V(P)), dlatego zbior Mp, p, , jest skojarzeniem
doskonatym réwniez w grafie P, ® C,, — V(P/). Oznacza to, ze {e, f} C Mp, xp, , U

M pf oraz Mp, «p, , UM Pl jest skojarzeniem doskonalym w grafie P,, x C),.

*— .L. *—e *—e e OH—m0
f cen
MP mX Pn—z MP ]:n
\ ;—. *— *— *— LY .—..
Rysunek 2.3. Skojarzenie doskonate Mp, «p, , UM pl W grafie P, ® C,, zawierajace zbior
{e, f}.

Zalozmy teraz, ze e jest krawedzia postaci (zx,y,)(xk,y), gdzie x, € V(P,) oraz
Yyyr € E(C,,). Wowezas w zbiorze V(C) nie ma wierzchotkéw pokrytych krawedzia
e (gdyby tak nie bylo, to e € E(C/)). Poniewaz C/ = K, @ C,, to C/ jest grafem

2-rozszerzalnym, na podstawie Przyktadu 2.1.1 (str. 17) oraz Twierdzenia 2.2.3. Co
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wiecej, C jest grafem 1-rozszerzalnym, na podstawie Twierdzenia 2.1.1 (str. 15). Za-
tem w podgrafie C/ mozna wybraé¢ skojarzenie doskonate M of Tozszerzajace krawedz
f. Poniewaz ext(C,) = 1 (Przyktad 2.1.1, str. 17), to w grafie C,, istnieje skojarze-
nie doskonate zawierajace krawedz y,y,. Skoro C'+ = C),, to w grafie C;* istnieje
skojarzenie doskonate M =, zawierajace krawedz e. Dodatkowo, kazdy graf C7' dla
1 €{1,2,...,m} —{k} takiego, ze V(Ci) NV (C]) zawiera skojarzenie doskonate M.
Zatem w grafie P,, @ C,, — V(CJ) mozna wybraé¢ skojarzenie doskonale F, bedace
sumg roztaczna m — 3 skojarzen Mg = oraz skojarzenia MCTJ:. Oznacza to, ze istnieje
skojarzenie doskonate Mer U Fy w grafie P, ® C, zawierajace zbior {e, f}.

Przypadek 2. {e, f} N E(P, x C,) = 0. Wowczas e, f € E(P,,®C,,) — E(P,, x Cy,).
Jezeli e € E(CY) (e ¢ E(P, x C,)), to uzywajac tych samych argumentéw co w
Przypadku 1 otrzymamy rozszerzenie skojarzenia {e, f} do skojarzenia doskonatego w
grafie P,,®@C,,. Jezeli e ¢ E(CY) oraz V(C¢)NV(C) = (), to dwukrotnie powolujac sie
na Twierdzenie 2.2.3 otrzymamy, jak w Przypadku 1, skojarzenie doskonate w grafie
P, ® C, zawierajace krawedzie e, f. Jezeli e ¢ E(CY) oraz V(C¢) NV (CI) # 0,
to {e, f} € E(C¢) U E(CY), przy czym C¢ U C! =~ Py ® C,. Nietrudno sprawdzi¢,
ze dowolne dwie niezalezne krawedzie nalezace do zbioru E(Py ® C,,) — E(P; x C},)
mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego w tym grafie. Niech zatem Mp,zc, be-
dzie skojarzeniem doskonalym w grafie Py @ C), takim, ze e, f € Mp,gc,. Zatem w
grafie P, ® C,, — V(P; ® C},) istnieje skojarzenie doskonale F3 bedace suma roztaczna
m — 3 skojarzeri M= dlai € {1,2,...,m} takiego, ze V(C¥) N (V(C5) UV (CY)) =0,
analogicznie jak w Przypadku 1. Oznacza to, ze skojarzenie doskonate Mp,zc, U F5 w
grafie P, ® C,, zawierajace zbior {e, f}.

Ostatecznie graf P, ® C, jest grafem 2-rozszerzalnym. Nastepnie, analogicznie
jak w dowodzie Wniosku 2.2.1, mozna wykazaé, ze graf P, ® C,, nie jest grafem

3-rozszerzalnym, wiec ext(P,, ® C,) = 2, co konczy dowod.

Kolejnym produktem graféow G i H rozwazanym w tym rozdziale jest korona G o H

zdefiniowana na stronie 12.

Twierdzenie 2.2.4. Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym i H jest grafem l-rozsze-
rzalnym (k,1 > 0), to ext(G o H) = 0.

Dowéd. Niech Hy, H,, ..., H, beda kopiami roztacznymi grafu H oraz niech H; be-
dzie grafem [-rozszerzalnym dla ¢ = 1,2,...,n = |V(G)| i niech G bedzie grafem
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k-rozszerzalnym (k,l > 0). Oznacza to, ze H; oraz G zawieraja skojarzenia doskonate
My, dla kazdego 7 = 1,2, ...,n oraz M¢. Zauwazmy, ze zbior Maog = [LJ My, U Mg
jest skojarzeniem doskonalym w koronie G o H. Innymi stowy, G o I;T:Eest grafem
0-rozszerzalnym.

Zauwazmy dodatkowo, ze istnieje krawedz hyzy € E(G o H), gdzie hy € V(H,) oraz
xr1 € V(G), ktorej nie mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego w grafie G o H

poniewaz liczba |V (Hy) — {h1}| jest nieparzysta. Ostatecznie, ext(G o H) = 0.

Udowodnimy kilka rezultatéw dotyczacych rozszerzalnosci grafu G + H zwanego w
literaturze ztaczeniem dwoch grafow G 1 H. W Rozdziale 1 odnotowatam, ze ztaczenie n
grafow Gy, Gy, ..., G, dla n > 2 jest szczegolnym przypadkiem grafu X [G1, Ga, ..., G,],
tzn. graf G + H powstaje z sumy roztacznej graféw G i H przez dodanie do niej
wszystkich mozliwych krawedzi taczacych wierzchotki zbioru V(G) z wierzchotkami
zbioru V(H).

Twierdzenie 2.2.5. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny dla k > 1 oraz r jest liczbg
parzysta (r > 2), to G + K, jest grafem 1-rozszerzalnym.

Dowoéd. Niech G bedzie grafem k-rozszerzalnym oraz niech e bedzie dowolng krawe-
dzia grafu G + K. Rozwazmy dwa przypadki w zaleznosci od potozenia krawedzi e.

Przypadek 1. e € E(G)UE(K,). Jeslie € E(G), to z k-rozszerzalnosci grafu G, oraz
z Twierdzenia 2.1.1 (str. 15) wynika, ze mozna utworzy¢ skojarzenie doskonate Mg w
grafie G’ zawierajace krawedz e. Jezeli M, jest dowolnym skojarzeniem doskonatym
w grafie K., to zbior Mg, U Mg jest skojarzeniem doskonaltym w G' + K, stanowiacym
rozszerzenie krawedzi e. Jesli e € E(K,), to dowod jest analogiczny, wystarczy zamienic¢
rolami G z K,.

Przypadek 2. e € E(G + K,) — (E(G) U E(K,)). Oznaczmy, e = x;y;, gdzie
z; € V(G) oraz y; € V(K,). Z k-rozszerzalnosci grafu G otrzymujemy, ze istnieje
krawedz ;x5 € E(G) dla x4 # x;, ktoéra mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego
Mg w G. Co wiecej, mozna wybra¢ skojarzenie doskonale My, w K, zawierajace
krawedz y;v;. Jezeli Mg jest skojarzeniem doskonalym w G, to podzbior krawedzi
(Mg —{zizs}) U (Mg, —{y;ue}) U{xy;, xsy: } jest skojarzeniem doskonalym w G + K,

zawierajacym e = x;y;, co konczy dowod.
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Jezeli w powyzszym twierdzeniu graf GG jest izomorficzny z grafem pelnym K, to graf
G + K, jest izomorficzny z grafem pelnym K, .. Wykorzystujac Przyktad 2.1.3 (str.

17) mozna zatem obliczy¢ indeks rozszerzalnosci grafu K, + K,

Obserwacja 2.2.1. Niech n,r bedq liczbami parzystymi. Wtedy

ext(K, + K,) = ext(Kpq,) = 55 — 1.

Twierdzenie 2.2.6. Niech k > 1 oraz n > 4. Jezeli p jest liczbg parzyste takq, ze
2 < p < n-—2oraz K, jest grafem bezkrawedziowym o p wierzchotkach, a G jest

grafem k-rozszerzalnym o n wierzchotkach, to G+ K, jest grafem 1-rozszerzalnym.

Dowéd. Niech G bedzie grafem k-rozszerzalnym. Pokazemy, ze dowolna krawedz
eo € E(G + K,) nalezy do pewnego skojarzenia doskonaltego w G + K,. Mamy dwa
przypadki do rozpatrzenia.

Przypadek 1. eq € E(G). Z Twierdzenia 2.1.1 (str. 15) wynika, ze k-rozszerzalnosc
grafu GG implikuje 1-rozszerzalnosé grafu GG. Zatem istnieje skojarzenie doskonate Mg w
G takie, ze eg € Mg oraz |Mg — {eo}| = 5—1 > £. Niech Mg = {e, ..., er,erq, cenoih
{v1,92, ..., yp} = V(K,,) oraz niech z;, 2, € V(G) beda wierzchotkami koricowymi kra-
wedzi e; dla kazdego i = 1,2, ..., 5. Zbior F C E(G + K,,), gdzie F = {z1y1, 2\ ys, ...,
xgyp_l,x’gyp} jest skojarzeniem w grafie G + K,,. Zauwazmy, ze jezeli 5—1=7%to

zbior F U {ep} jest skojarzeniem doskonalym w grafie G + K, zawierajacym krawedz

eo. Jezeli § —1 > &, to zbior F'U {eo,egﬂ, .yen_1} jest skojarzeniem doskonalym w
G + K, zawierajacym krawedz eg.

Przypadek 2. eq € E(G+ K,,)) — E(GQ). Niech eg = zy, gdzie z € V(G) iy € V(K,).
Z Twierdzenia 2.1.1 (str. 15) wynika, ze k-rozszerzalnos¢ grafu G' gwarantuje istnie-
nie krawedzi xz € E(G) takiej, ze xz nalezy do skojarzenia doskonalego Mg w G,
przy czym Mg = {xz,e1,...,en_1}. Oczywiscie, |Mg — {z2}| = 5 —1 > 5, wiec
zbior Mg — {ZL‘Z,Gl,GQ,...,Gg_I} = {e%,egﬂ,...,e%_l} # (. Niech {y,vy2,....,yp} =
V(K,) 1 niech z;,2; € V(G) beda wierzchotkami koncowymi krawedzi e; dla kaz-
dego i = 1,2,..., 5 — 1. Mozemy wiec wybra¢ skojarzenie doskonale w G + K, postaci
{2y, 2y, £1Y3, Ty, T2Ys5, THYs, .- T2 1Yp-1, :L"%flyp, €r ep iy, .., e } bedace rozszerze-

niem krawedzi ey = zy, co nalezalo udowodnic.

Obserwacja 2.2.2. Jezelin >4 oraz2 < p < n—2, to ext(K, + K,) = "52.
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Dowdd. Nietrudno zauwazy¢, ze kazde skojarzenie doskonale w grafie K,,+ K, zawiera
doktadnie p krawedzi, ktorych jeden wierzchotek koricowy nalezy do zbioru V(K,) a

drugi do zbioru V(K,). Oczywiscie, pozostatych n — p wierzchotkow zlaczenia K, +
K, (nie pokrytych tymi krawedziami) mozna pokry¢ "72 niezaleznymi krawedziami
grafu K,. Stad wniosek, iz kazde skojarzenie w grafie K, + K, mocy 5P mozna
rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego w K, + K,. Jednakze, skojarzenie M w grafie
K, +K,, ktore sktada si¢ z "52 41 krawedzi zbioru E(K,), nie moze zosta¢ rozszerzone
do skojarzenia doskonalego w grafie K,, + K,,. Zauwazmy bowiem, ze skojarzenie M
zawarte w zbiorze E(K,) pokrywa n — p 4+ 2 wierzchotkow grafu K, oraz nie pokrywa
zadnego wierzcholka grafu K,. Pozostaje wiec do pokrycia p — 2 wierzchotkow grafu
K, oraz p wierzchotkow grafu K,,. Poniewaz K, jest grafem bezkrawedziowym, to z
definicji grafu K, + K, wynika, ze co najwyzej p — 2 sposrod p wierzchotkéw grafu K,
mozna pokry¢ krawedziami niezaleznymi w grafie K, + K, rozszerzajac skojarzenie M
do skojarzenia doskonatego w tym grafie. Zatem skojarzenia M nie da si¢ rozszerzy¢
do skojarzenia doskonalego w grafie K,,+ K,,. Ostatecznie, na podstawie Wniosku 2.1.2

(str. 17), ext(K, + K,) = "5%, co konczy dowdd.

Kolejne rezultaty dotycza grafu G1(G)+ H zwanego zlaczeniem grafow G 1 H podgra-
fem G, grafu G (definicja str. 12).

Obserwacja 2.2.3. Jezeli G, H sq grafami odpowiednio k,l-rozszerzalnymi (k,1 > 0),
to ext(K1(G) + H) = 0.

Dowdd. Niech G, H spelniajg zatozenia twierdzenia. Z definicji grafu k-rozszerzalnego
i l-rozszerzalnego wynika, ze istnieje skojarzenie doskonale M w grafie G 1 My w grafie
H. Stad oraz z definicji grafu K;(G)+ H wynika, ze graf K;(G)+ H zawiera skojarzenie
doskonate postaci Mg U My, czyli K1(G)+ H jest grafem 0-rozszerzalnym. Zauwazmy
ponadto, ze dowolna krawedz zy € E(K,(G)+H), gdzie x € V(G), y € V(H) nie da sie
rozszerzy¢ do skojarzenia doskonatego w grafie K (G)+ H, gdyz liczby wierzchotkow w
grafach G—x oraz H —y sa nieparzyste. Zatem graf K;(G)+ H nie jest 1-rozszerzalnym,
wiec z Wniosku 2.1.2 (str. 17), ext(K;,(G) + H) = 0.

Whniosek 2.2.3. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny dla k > 0, to ext(K1(G)+ Ks) = 0.
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Twierdzenie 2.2.7. Jezeli r > 2, K, < G oraz G jest grafem k-rozszerzalnym dla
k> [5], to ext(K,.(G) + Ky) = [5].

Dowéd. Niech K, bedzie podgrafem pelnym grafu G, V(K,) = {z1, 29, ..., 2.} dla
r > 2 oraz niech graf G bedzie k-rozszerzalny dla k > |%|. Oznaczmy, R = K,.(G)+ K,
oraz V(K3) = {y1,y2}. Zauwazmy, ze liczba | 5] > 1, gdyz r > 2. Pokazemy najpierw,
ze dowolne skojarzenie, powiedzmy A, w grafie R mocy |7 | jest podzbiorem pewnego
skojarzenia doskonatego w grafie R. Rozwazymy dwa przypadki w zaleznosci od pa-
rzystosci liczby r.

Przypadek 1. | 5| = Tl tzn. 7 jest liczba nieparzysta. Wtedy r < |V(G)|, na mocy
Wtasnosci 2.1.1 (str. 14) oraz r > 3. Mozliwe sa dwa przepadki: AN(E(G)UE(K>)) =
Alub AN (E(G)U E(Kg))

1.1. Zalozmy, ze AN (E(G ) U E(Ky)) = A. Wtedy AN E(G) jest skojarzeniem w
grafie G oraz |[AN E(G)| < 5. Z zalozenia, ze graf G jest k-rozszerzalny dla k > ||
otrzymujemy, na podstawie Twierdzenia 2.1.1 (str. 15), Ze graf G jest | 7 |-rozszerzalny.
Stad wynika, ze zbior AN E(G) jest podzbiorem pewnego skojarzenia doskonatego M},
w grafie G. Zatem A C M}, U E(K,) oraz zbior M}, U E(K3) jest skojarzeniem dosko-
naltym w grafie R.

1.2. Zalozmy, ze AN(E(G)UE(Ky)) # A. Wtedy AN{zyy, zys:  z € V(K,)} # 0.
Co wiecej, |[AN{zy, xye: x € V(K,)}| < 2 poniewaz A jest zbiorem niezaleznym kra-
wedzi w grafie R. Zatem mozliwe sa dwa przypadki: [AN{zy, xys: z € V(K,)} =1
lub |AN{zys,zye: x € V(K,)} = 2.

Niech |A N {zyi,zys: = € V(K,)}| = 1. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze
An{zyy, zys:  x € V(K,)} = {zw }, gdzie 1 € V(K,). Jezeli r = 3, to |A| = 1, wiec
A = {x1y1}. Z Wniosku 2.1.1 (str. 15) wynika, ze w grafie R istnieje skojarzenie dosko-

nate AU Mea_ (2, 2,3 U{Z2y2}, gdzie Mg_1a, 2, jest skojarzeniem doskonalym w grafie
~1

G — {1, 22}, zawierajace zbior A. Oznacza to, ze R jest grafem "Z=-rozszerzalnym, gdy
r = 3. Niech r > 5. Wtedy zbior A — {x1y1} jest skojarzeniem w grafie G mocy 52
ktore pokrywa co najwyzej r — 3 wierzchotki podgrafu K,. Poniewaz 0(K,) = r — 1
dlatego tez mozna wnioskowac, ze istnieje wierzchotek z; € V(K,) sasiadujacy z wierz-
choltkiem z; w podgrafie K., ktory nie jest pokryty zadna krawedzia zbioru A—{z,y, }.
Skoro graf G jest k-rozszerzalny dla k > 51, to skojarzenie (A — {w1y1}) U {z12;}
jest podzbiorem pewnego skojarzenia doskonatego w grafie G, powiedzmy M3, gdyz
(A= {zpn}) U{mai}]| = 5 (M — {mi2:}) U {ziy2, 2191}, gdzie zbior
(MZ — {x12;}) U {xiy2, z191 } jest skojarzeniem doskonalym w grafie R zawierajacym
zbior A.
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Niech |[A N {zyr,zy2: = € V(K,)}| = 2. Wowczas |A| > 2, wiec r > 5. Niech
AnA{zy,zye: x € V(K,)} = {11, x2y2}, gdzie x1,20 € V(K,). Jezeli r = 5, to
|A| = 2, wiec A = {x1y1,x2y2} oraz graf R jest z zalozenia k-rozszerzalny dla k > 2.
Z Twierdzenia 2.1.3 (str. 15) wynika, ze w grafie R istnieje skojarzenie doskonale
AUMG-_2,2,, gdzie Mg_,, ., jest skojarzeniem doskonalym w grafie G — x;24, zawiera-
jace zbior A. Oznacza to, ze R jest grafem r;;—rozszerzalnym, gdy r =5. Niechr > 7.
Wtedy zbior A — {x1y1, 22y2} jest skojarzeniem w grafie G mocy %, ktore pokrywa
co najwyzej r — 5 wierzchotkow podgrafu K. Poniewaz §(K,) = r — 1, to istnieje
wierzchotek x; € V(K,) sasiadujacy z wierzchotkiem x; w podgrafie K., ktory nie jest
pokryty zadng krawedzia zbioru A—{z1y; }. Co wiecej, istnieje wierzchotek x; € V(K,)
sasiadujacy z wierzchotkami x; oraz x; w podgrafie K., ktory nie jest pokryty zad-
ng krawedzia zbioru A — {z1y;}. Prowadzac rozumowanie jak w poprzedniej czesci
dowodu otrzymujemy skojarzenie doskonale M7, w grafie G zawierajace skojarzenie
(A—A{x1y1, Toyo }) U{@1@i, 2om; . Whedy A C (M — {x12i, xox;}) U{@1y1, Toyo, 2525},
gdzie zbior (M3 — {z12;, xox;}) U {z191, Taya, 7,25} jest skojarzeniem doskonalym w
grafic R zawicrajacym zbior A. Zatem graf R jest “S*-rozszerzalny, gdy |5] = "5t i
r > 3.

Przypadek 2. | 5] = %, tzn. r jest liczbg parzysta. Wtedy r < [V(G)|, na mocy Wta-
snosci 2.1.1 (str. 14). Mozliwe sa, jak wezesniej, dwa przepadki: AN(E(G)UE(K3)) = A
lub AN (E(G)U E(K,)) # A. Jezeli AN (E(G) U E(Ky)) = A, to prowadzac rozwa-
zania w analogiczny sposob jak w cze$ci 1.1 dowodu otrzymujemy, ze zbioér A jest
zawarty w skojarzeniu doskonalym w grafie R. Jezeli A N (E(G) U E(K,)) # A,
to prowadzac rozumowanie jak w czesci 1.2 dowodu i zastepujac liczbe r — 3 licz-
ba r — 2, gdy |[AN(E(G)U E(K,))| = 1, a liczbe r — 5 zastepujac liczba r — 4, gdy
|AN(E(G)UE(Ky))| = 2, uzyskamy skojarzenie doskonale w grafie R zawierajace zbior
A. Zatem graf R jest f-rozszerzalny, gdy | 7] = 5. Ostatecznie R jest |7 ]|-rozszerzalny.

Z Wniosku 2.1.2 (str. 17) wynika, ze dla dowodu twierdzenia wystarczy jeszcze
pokazac, iz graf R = K, (G)+Kjy nie jest (|5 |41)-rozszerzalny. Jezeli r jest liczba niepa-
rzysta (r > 3),to 5] = Tg—l oraz T;—l—l—l > 1. Wtedy zbior {z129, x324, ..., Tr_2xr 1, T,y },
gdzie y; € V(K>) jest skojarzeniem w grafie R mocy % + 1, ktore pokrywa wszystkie
wierzcholki zbioru Ng(y2) = V(K,). Z Wlasnosci 2.1.2 (str. 15) wynika, ze graf R
nie jest grafem ([ 7] + 1)-rozszerzalnym, gdy r jest liczba nieparzysta. Jezeli teraz r
jest liczbg parzysta (r > 2), to |5| = §oraz § +1 > 2. Jedli K, = G, to R = K,
oraz ext(R) = ext(K,40) = "2 — 1 = L (Przyklad 2.1.3) (str. 17). Jesli K, < G,

to |[V(G)| = r + 2, z Wlasnosci 2.1.1 (str. 14). Zatem V(G) — V(K,) # 0, wiec
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niech z € V(GQ) — V(K,). Ze spojnosci grafu G wynika teraz, ze istnieje wierzcho-
tek, powiedzmy =7 € V(K,) sasiadujacy z wierzchotkiem z w grafie G, a wiec takze
w grafie K,.(G) + Ky. Wtedy zbior {zx, xexs, 2425, ..., TroXr—1, 2,41 } jest skojarze-
niem w grafie K, (G) + Ky mocy § + 1, ktére pokrywa wszystkie wierzcholki zbioru
Ng(y2) = V(K,). Z Wlasnosci 2.1.2 (str. 15) wynika, ze graf R = K,.(G) + K nie jest
grafem (|| + 1)-rozszerzalnym takze, gdy r jest liczbg parzysta.

Ostatecznie indeks rozszerzalnosci grafu K,.(G)+ Ky wynosi | 5| dlar > 2, co nalezalo

udowodnié.

Twierdzenie 2.2.8. Niech S(G, H) bedzie quasi-stertq grafow G i H wiszqcq na kra-
wedziach xa' € E(G), hh' € E(H) oraz niech k,l bedg liczbami naturalnymi takimi, Ze
k1> 1. Jezeli G, H sq grafami odpowiednio k,l-rozszerzalnymi, to ext(S(G, H)) = 1.

Dowéd. Niech G, H spelniaja zalozenia twierdzenia. Najpierw udowodnimy, ze
S(G, H) jest grafem 1-rozszerzalnym. Niech e bedzie dowolna krawedzia grafu S(G, H).
Rozpatrzymy nastepujace przypadki.

Przypadek 1. e € E(G) albo e € E(H). Bez straty ogolnosci niech e € E(G).
Wowczas z k-rozszerzalnosci grafu G (k > 1) wynika, ze graf G jest 1-rozszerzalny
(Twierdzenie 2.1.1, str. 15), wiec istnieje skojarzenie doskonale My w grafie G, ktore
zawiera krawedz e. Dodatkowo, z [-rozszerzalnosci grafu H wynika, ze graf ten zawiera
skojarzenie doskonale Mpy. Zatem e € Mg U My przy czym zbior Mg U My jest
skojarzeniem doskonatym w grafie S(G, H).

Przypadek 2. e = xh, gdzie x € V(G), h € V(H). Poniewaz liczby |V (G) — {x}|
oraz |V (H) — {h}| sa nieparzyste, musimy wzia¢ krawedz x'h’ aby rozszerzy¢ krawedz
e do skojarzenia doskonalego w grafie S(G, H). Przypomnijmy, ze x2’ € F(G) oraz
hh' € E(H). Skoro G jest grafem k-rozszerzalnym dla k > 1 oraz H jest grafem
l-rozszerzalnym dla [ > 1, to Wniosek 2.1.1 (str. 15) implikuje teraz, ze G — {z, 2"}
jest grafem (k — 1)-rozszerzalnym oraz graf H — {h, h'} jest (I — 1)-rozszerzalny. Zatem
obydwa grafy G — {x,2'} oraz H — {h,h'} zawieraja skojarzenia doskonate Mq_(; .}
oraz odpowiednio My _(p py. Zatem zbior {xh,x'h'} U Mg_(z 0 U Mp_qppry jest sko-
jarzeniem doskonalym w grafie S(G, H) zawierajacym krawedz e = zh. Innymi stowy,
S(G, H) jest grafem 1-rozszerzalnym.

Na koniec pokazemy, ze S(G, H) nie jest grafem 2-rozszerzalnym. Z Twierdzenia 2.1.4

(str. 16) wynika, ze 0(G) > 2, wiec deg «' > 2. Mozemy teraz wnioskowad, ze skojarze-
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nie {zh,z'z;} in S(G, H), gdzie z; € Ng(a') — {x} nie da sie rozszerzy¢ do skojarzenia
doskonatego w grafie S(G, H), gdyz liczba |V (G) — {x, z;, 2'}| jest nieparzysta. Osta-

tecznie, ext(S(G, H)) = 1, co nalezalo wykazac.

2.3. Rozszerzalno$é grafow: G, Gt,G /H

Grafy rozszerzalne, z ktorych usunieto dowolna krawedz byty rozwazane w pracy
[31]. Usuniecie dowolnej krawedzi z grafu k-rozszerzalnego (k > 1) powoduje zmniej-
szenie liczby k o jeden. Grafy rozszerzalne, do ktérych dodano krawedz byly roz-
wazane w pracy [32]. Dodajac do grafu k-rozszerzalnego (k > 1), ktory nie jest
dwudzielny, dowolna krawedz z jego dopelienia (do grafu pelnego) uzyskujemy graf
(k — 1)-rozszerzalny. Natomiast graf uzyskany przez dodanie do grafu dwudzielnego
k-rozszerzalnego (k > 0) dowolnej krawedzi z jego dopetnienia do grafu petnego dwu-
dzielnego jest k-rozszerzalny. W tej czesci Rozdzialu 2 zostanie wyznaczony indeks
rozszerzalnosci grafow G, 1 égm nazwanych 2m-podziatem krawedzi i 2m-podziatem
domknietym krawedzi. Zbadana bedzie réwniez rozszerzalnosé grafu G/H zwanego

Sciggnieciem podgrafu H grafu G do nowego wierzchotka.

Twierdzenie 2.3.1. Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym dla k > 2, to ext(Gay,) = 1
dla m > 1.

Dowéd. Niech Gy, bedzie grafem otrzymanym z grafu G przez podzial krawedzi
wv € E(G) wierzchotkami yy, v, ..., Y2, dla m > 1. Na poczatku udowodnimy, ze Ga,,
jest grafem 1-rozszerzalnym tzn., ze dowolna krawedz e € E((Gly,,) mozna rozszerzy¢
w grafie G, do skojarzenia doskonatego. Rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek 1. e € E(G) —{uv}. Skoro G jest grafem k-rozszerzalnym, to z Wniosku
2.1.1 (str. 15) oraz Twierdzenia 2.1.1 (str. 15) otrzymujemy, ze graf G — {u, v} jest
1-rozszerzalny. To oznacza, ze jesli krawedz e nalezy do zbioru E(G —{u,v}), to mozna
ja rozszerzy¢ do skojarzenia doskonalego w grafie G — {u, v}, powiedzmy e € Mg (4.0}
Zatem zbior Me_ (.} U{uys, Y2Us, Yays, ..., Yomv } jest skojarzeniem doskonatym w grafie

Gom. Jesli krawedZ e nie nalezy do zbioru E(G — {u,v}), to e pokrywa wierzchotek
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u lub z wierzchotek v w grafie G. Bez straty ogdlnosci niech e pokrywa wierzchotek
u. Z Twierdzenia 2.1.1 oraz Twierdzenia 2.1.3 (str. 15) wynika, ze graf G — uv jest
1-rozszerzalny. Zatem krawedZ e mozna rozszerzy¢ w grafie G — uv do skojarzenia
doskonalego, powiedzmy e € Mg_,,. Co wiecej, krawedz e nalezy do zbioru Mgy, U
{Y1Y2, Y2U3, -+, Yom—_1Y2m }, ktory to zbior jest skojarzeniem doskonalym w grafie Go,,.
Przypadek 2. e € E(Gay) — E(G). Wtedy e € {uyr, yamv} Qﬁl{yiyiﬂ}. Skoro
G jest grafem k-rozszerzalnym, to GG zawiera skojarzenie doskonallez,lpowiedzmy Me.
Zauwazmy teraz, ze zbiory (Mg — {uwv}) U {uys, y2ys, Yays, ..., Y2mv}, gdy uv € Mg
oraz Mq U {y192, Y2Us3, ---s Yom—1Yom }, gdy uv ¢ Mg sa skojarzeniami doskonatymi w
grafie Gy,,. Oprocz tego, krawedz e nalezy do jednego z nich. Zatem G, jest grafem
1-rozszerzalnym.
Pokazemy, ze graf G, nie jest 2-rozszerzalny. Z ztozenia, ze graf GG jest k-rozszerzalny
(k > 2) na podstawie Twierdzenia 2.1.4 (str. 16) mamy, 6(G) > 2. Stad wynika,
ze istnieje krawedz vx € FE(G) — {uwv} lub ux € E(G) — {uv}. Bez straty ogolnosci
rozwazam vr € E(G) — {uv}. Zauwazmy, ze skojarzenie {uy;,vx} w grafie Gy, dla
m = 1 pokrywa wszystkie wierzchotki zbioru Npg, (y2). Z Wtasnosci 2.1.2 (str. 15)
wynika, ze graf GGy, dla m = 1 nie jest 2-rozszerzalny. Zalézmy, ze m > 2. Wtedy
skojarzenie {uyy,ysys} w grafie Go,, pokrywy wszystkie wierzchotki zbioru Ny, (y2).
Z Wtasnosci 2.1.2 (str. 15) wynika, ze graf Go,, dla m > 2 nie jest 2-rozszerzalny. Z
Wniosku 2.1.2 (str. 17) otrzymujemy teze twierdzenia dla kazdego m > 1.

Dowodzac analogicznie jak w Twierdzeniu 2.3.1 otrzymujemy

Twierdzenie 2.3.2. Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym dla k > 2, to ea;t(ézm) =1
dla m > 1.

Przypomnijmy, ze G/H oznacza graf zwany Sciagnieciem podgrafu H grafu G do

nowego wierzchotka vy. Definicja grafu G/H znajduje sie na stronie 13.
Twierdzenie 2.3.3. Jezeli G bedzie grafem k-rozszerzalnym dla k > 1 oraz H C G

taki, ze |V(H)| = 2l + 1, gdzie 1 < 1 < k oraz dla kazdego x; € V(H), H — z; jest

grafem 0-rozszerzalnym, to G/H jest grafem (k — l)-rozszerzalnym.
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Dowéd. Zalézmy, ze G i H spelniaja zalozenia twierdzenia. Z zalozenia, ze graf
H — z; jest O-rozszerzalny otrzymujemy skojarzenie doskonate My_,, w grafie H — z;
mocy [. Poniewaz H jest podgrafem grafu G, to zbiéor My_,, jest skojarzeniem mocy
[ w grafie G. Skoro graf G jest k-rozszerzalny i k > [, to z Twierdzenia 2.1.1 (str. 15)
wynika teraz, ze GG jest grafem [-rozszerzalnym. Zatem istnieje skojarzenie doskonate w
grafie G, powiedzmy M/, zawierajace skojarzenie My _,.. Co wigcej, skoro z; € V(H)
oraz V(H) C V(G), to zbior M}, zawiera krawedz ey pokrywajaca wierzcholek ;.
Niech ey = wy;, gdzie y; € V(G) — V(H) (oczywiscie, V(G) — V(H) # ) oraz
{vg} =V(G/H) — V(G). Wtedy z definicji grafu G/H wynika, ze zawiera on skoja-
rzenie doskonate postaci (ML —{eo})U{vny;}, czyli G/ H jest grafem O-rozszerzalnym.
Jezeli k =1, to k—1 = 0, wiec otrzymalismy teze twierdzenia. Niech k£ > [. Wykazemy,
ze G/H jest grafem (k — [)-rozszerzalnym. Niech zbiér A C E(G/H) bedzie dowolnym
skojarzeniem w grafie G/H mocy k — [. Mozliwe sa dwa przypadki

Przypadek 1. Zatézmy, ze wierzchotek vy jest pokryty krawedzia ze zbioru A, po-
wiedzmy e = vyy,, gdzie y, € V(G) — V(H). To oznacza (z definicji grafu G/H), ze
w podgrafie H istnial przynajmniej jeden wierzcholek, powiedzmy z,, sasiadujacy z
wierzchotkiem y, w grafie G. Wtedy zbior (A—{vgy, })U{x,y, } jest skojarzeniem mocy
k — | w grafie G pokrywajacym tylko jeden wierzchotek zbioru V(H), tj. wierzchotek
Tp. Z zatozenia wynika, ze w grafie H — x,, istnieje skojarzenie doskonate My, mocy
I. Zatem zbior (A — {vgy,}) U {zpyr} U My_,, jest skojarzeniem w grafie G mocy k.
Ponadto, z k-rozszerzalnosci grafu G' wynika, ze zbior (A — {vgy,}) U{zpy, } UMpy_,,
jest podzbiorem pewnego skojarzenia doskonalego MZ w grafie G. Oznacza to, ze
A C[ME = ({yi} U Myr—y,)] U {ay,}, gdzie [ME — ({2py,} U My, )] U {vmy, } jest
skojarzeniem doskonalym w grafie G/H.

Przypadek 2. Zalozmy, ze wierzchotek vy nie jest pokryty zadna krawedzig ze zbioru
A. Wowczas z definicji grafu G/ H wynika, ze zbior A jest skojarzeniem w grafie G mocy
k — I, ktore nie pokrywa zadnego wierzchotka zbioru V (H). Zatem zbior AU My _,,,
gdzie Mp_,, jest skojarzeniem doskonatym w grafie H — x,, jest skojarzeniem w grafie
G mocy k. Z k-rozszerzalnosci grafu G wynika, ze skojarzenie AU My _, jest zawarte
w pewnym skojarzeniu doskonatym M, w grafie G. Co wiecej, w zbiorze Mg musi
istnie¢ krawedz pokrywajaca wierzcholek z, € V(G). Niech krawedz x,y,, gdzie ys €
V(G) —V(H), nalezy do zbioru M. Wowcezas A C [M@ — ({zqys} UMp_,,) ] U{vmys}
a zbior (Mg — ({xqys }UMpy_p,)|U{vnys} jest skojarzeniem doskonatym w grafie G/H.

Z obu rozwazanych przypadkoéw wynika, ze dowolne skojarzenie A zawierajace k — [
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krawedzi w grafie G/H mozna rozszerzy¢ do skojarzenia doskonalego w tym grafie.

Tak wiec graf G/H jest (k — [)-rozszerzalny, co koriczy dowod.

Wnhiosek 2.3.1. Jezeli H € {Py1,Co11, Kopiq} dlal > 1, G jest grafem k-rozsze-
rzalnym dla k > 1 oraz H C G, to graf G/H jest grafem (k — l)-rozszerzalnym.
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Rozdzial 3

Graftyv rozszerzalne w sensie Berge’a
Yy g

3.1. Rozszerzalnos$é krawedziowa graféw: P,, C,,G + vy, G*, G, G,

Definicja grafu k-rozszerzalnego krawedziowo w sensie Berge’a znajduje sie na stronie
11. Jezeli nie bedzie to prowadzitlo do nieporozumienia, to bede pisa¢ krotko: graf
k-rozszerzalny. Wprost z definicji grafu k-rozszerzalnego krawedziowo w sensie Berge’a
jako wtasno$¢ wynika warunek konieczny k-rozszerzalnosci (k > 1) krawedziowej w

sensie Berge’a grafu G.

Wtasno$é 3.1.1. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a dla

k>1, to B(G) > 2 oraz |V(G)| > 4.

7 definicji indeksu rozszerzalnosci w sensie Plummera oraz indeksu rozszerzalnosci

krawedziowej w sensie Berge’a grafu G wynika

Wiasnosé 3.1.2. Jezeli f(G) = 1|V (G)| oraz ext(G) > 1, to ext(G) = ext*(G).
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Przypomnijmy, ze graf G jest B*-grafem jezeli 5(G) = 1 albo G jest grafem 1-rozszerzal-
nym krawedziowo w sensie Berge’a. W pracy [13] autorzy udowodnili miedzy innymi,
ze droga P, jest B*-grafem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta (n > 1)
oraz, ze cykl C, i kazda jego potega C”, gdzie 1 < r < n (definicja str. 10) jest
B*-grafem dla kazdego n > 3. Wykorzystujac te wyniki mozna obliczy¢ liczbe rozsze-
rzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a drogi Pyyq 1 cyklu Cy dla I > 2 oraz liczbe

rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a cyklu Coyq dla [ > 3.

Twierdzenie 3.1.1. ext*(Py.1) =1 dlal > 2 oraz grafy Py, Py i Py dlal > 1 nie sq

k-rozszerzalne krawedziowo w sensie Berge’a dla Zadnego k > 1.

Dowdéd. Zauwazmy, ze 5(Py11) =l dlal > 1. Wowcezas z definicji grafu k-rozszerzalnego
krawedziowo w sensie Berge’a wynika, ze graf Py ,; nie moze byé¢ k-rozszerzalny w
sensie Berge'a dla zadnego k > (5(Py41) — 1 = [ — 1. Dodatkowo Py jest grafem
l-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge'a albo [G(Pyy1) = 1, co wykazano w
pracy [13|. Poniewaz B(Py1) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy [ € {0,1}, to Py.q jest
grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’'a wtedy i tylko wtedy, gdy [ > 2.
Zatem dla [ > 2, 1 < ext™(Pyy1) < 1 — 1. Jezeli | = 2, to ext*(Pyy1) = 1. Zalozmy,
ze | > 3. Udowodnimy, ze droga P51 nie jest k-rozszerzalna krawedziowo w sensie
Berge’a dla zadnego k > 2. Niech V(Py.1) = {21, x9,...,2941}. Oznaczmy, A; =
{wox3, T576, X718, ..., T512iTer0i ) dla i =0,1,...,1 — 3. Latwo zauwazy¢, ze zbiory A; sa
skojarzeniamiw grafie Py 41 oraz |A;| = 2+ dla kazdego i = 0, 1,2, ..., — 3. Co wiecej,
zbior Ay jest skojarzeniem w podgrafie H indukowanym przez zbior {1, xs, ..., zs}.
Poniewaz kazda krawedz zbioru F(H) — Ay sasiaduje z krawedzia zoxs lub zszs w
podgrafie H (H = Fg), to zbior Ag nie jest podzbiorem zadnego (3(H)-zbioru. Za-
tem dowolne skojarzenie w grafie Py 1 zawierajace zbior Ay ma moc nie wieksza niz
|Ao| + B(Pary1-6) =2+ 1 —3=1—1. Skoro B(Py41) = [, to zaden ze zbiorow A; dla
i=1,...,1—3, zawierajacych Ay, nie da sie rozszerzy¢ do (3( Py y1)-zbioru. Stad wynika,
ze graf Py i1 nie jest k-rozszerzalny dla zadnego k = |A;| = 2+, gdzie it = 0,1, ...,1—3.
To oznacza, ze ext™(Pyyq) =1 dlal > 2.

7 Wtasnosci 3.1.1 wynika, ze dla [ = 0 lub [ = 1 droga Py, nie jest k-rozszerzalna
dla zadnego k > 1. Rozwazmy graf Py dla [ > 1. Przypu$émy, ze istnieje k > 1 takie,
ze graf Py jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a. Zauwazmy, ze 5(Py) = I,
wiec kazdy B( Py )-zbior jest skojarzeniem doskonalym w grafie Py,. Zatem graf Py jest
k-rozszerzalny rowniez w sensie Plummera dla k > 1, tzn. ext(Py) > 1. Tymczasem z
Przyktadu 2.1.2 (str. 17) wynika, ze ext(Py) = 0 dla [ > 1. Stad wynika, ze graf Py
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3.1. Rozszerzalnos¢ krawedziowa graféw: P,, Cy,, G + y,Gz,Gt,ét

(I > 1) nie jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego k£ > 1, co

konczy dowod twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.2.

ext*(Cy,) =

2 dla n=20+1 jezeli | > 3,
1 dla pozostatych n > 4

oraz graf Cs nie jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a dla Zadnego k > 1.

Dowéd. Zauwazmy, ze 3(Cyyq) = [ dlal > 1. Wowczas z definicji grafu k-rozszerzalne-
go krawedziowo w sensie Berge’a wynika, ze graf Cy 1 nie moze byé k-rozszerzalny
dla zadnego k > B(Cqy41) — 1 =1 — 1. W pracy [13] wykazano, ze w zaleznosci od
wartosci liczby [, graf Co ;1 jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a
albo 3(Cy41) = 1. Poniewaz 3(Cy41) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy | = 1, to Cy4q jest
grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a wtedy i tylko wtedy, gdy [ > 2
oraz graf C5 nie jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1.
Zatem dla [ > 2, 1 < ext*(Cyqq1) <1 — 1. Jezeli [ = 2, to ext™(Cyyq) = 1.

Zatozmy, ze | > 3. Udowodnimy, ze cykl Cy 1 jest 2-rozszerzalny krawedziowo w sensie
Berge’a. Niech V/(Cyy1) = {x1, 29, ..., X911 }. Zauwazmy, ze dowolne skojarzenie mocy
2 w grafie Cy; jest postaci: A; = {x129, x;w;11}, gdzie ¢ = 3,4, ...,2l. Oznaczmy,
By = {x119, X324, T5%6, ..., Toy_1T9} oraz By = {x1x9, v4x5, TeT7, ..., ToTo1}. Wte-
dy zbiory By, By sa skojarzeniami w grafie Coyq oraz |By| = |Ba| = 1 = 6(Cayq).
Zatem By, By sa (3(Cy.1)-zbiorami. Mozna zauwazy¢, ze A; C By dla kazdego i =
3,5,7,...,2l — 1 oraz A; C Bs dla kazdego i = 4,6,8, ..., 2l. Stad wynika, ze Cy1 jest
grafem 2-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a. Jezeli [ = 3, to z definicji grafu
k-rozszerzalnego krawedziowo w sensie Berge’a otrzymujemy ext*(Cyyq) = 2.

Niech [ > 4. Pokazemy, ze cykl Cy .1 nie jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w
sensie Berge'a dla zadnego k = 3,4, ..., I—1. Oznaczmy, M; = {z122, T4x5, 75, LoT1, ...
Tri0;Tsio;} dla j =0,1,...,1 —4. Zbiory M, sa skojarzeniami w grafie Cy 41 mocy 3+ j
dla kazdego 7 = 0,1,...,1 — 4. Co wiecej, zbioér M, jest skojarzeniem w podgrafie
(X) ~ P, to
(X)

Twierdzenia 3.1.1. Zatem zbiér M, nie jest podzbiorem zadnego B((X)c,,,,)-zbioru.

indukowanym przez zbior X = {x1, s, ..., 23}. Poniewaz (X)

Cory1 Corq1

. . . ; .
Coyy i€ jest grafem 3-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a, co wynika z

Ponadto, dowolne skojarzenie w grafie Cy, 1 zawierajace zbior My ma moc nie wieksza
niz |A0| + 5(02[+1 - X) =2+ (l - 4) =[-2 (zauwaZmy, ze 02l+1 - V(H) = P21_7).
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Skoro ((Cy.1) =1, to zaden ze zbioréw M; dla i = 0,1,...,] — 4 nie da sie rozszerzy¢
do B(Cy1)-zbioru. Stad wynika, ze graf Cy ;1 nie jest k-rozszerzalny krawedziowo w
sensie Berge’a dla zadnego k = |M;| = 3 + j, gdzie j = 0,1, ..., — 4. Pamietajac,
ze Cyyq jest grafem 2-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a, wnioskujemy, ze
ext*(Coq1) =2 dlal > 2.

Rozwazmy graf Cy dla | > 2. Przypusémy, ze ext™(Cy) > 1. Wtedy istnieje k& > 2
takie, ze graf Cy jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a. Zauwazmy, ze
B(Cq) = 1, wiec kazdy [(Cy)-zbior jest skojarzeniem doskonalym w grafie Cy. Zatem
graf Cy jest k-rozszerzalny rowniez w sensie Plummera dla k > 2, tzn. ext(Cy;) > 2.
Tymeczasem z Przykladu 2.1.1 (str. 17) wynika, ze ext(Cy) = 1 dla | > 2. Stad wynika,

ze ext*(Cy) =1 dla | > 2, co konczy dowod twierdzenia.

Przypomne, ze graf G + y jest ztaczeniem grafu G i grafu K, a symbol G oznacza
graf spojny. Udowodnie dwa twierdzenia pomocnicze, ktore bedg wykorzystane w do-
wodach twierdzen dotyczacych rozszerzalnosci grafu G' + y (Twierdzenie 3.1.5, str. 39,
Twierdzenie 3.1.6, str. 40).

Lemat 3.1.3. Dia dowolnego grafu G

BG4+ y) :{ plG),  gdy g(G)

B(G)+1, gdy p(G) <

Dowéd. Niech B C E(G) bedzie dowolnym (3(G)-zbiorem. Z definicji grafu G'+y wy-
nika, ze zbior B jest skojarzeniem w grafie G+y. Zatozmy, ze 3(G) = 3|V(G)|. Oznacza
to, ze |V (G)| jest liczba parzysta i g zawiera skojarzenie doskonate. Wykazemy, ze zbior
B jest B(G + y)-zbiorem. Z definicji grafu G + y wynika, ze |V(G +y)| = |V(G)| + 1.
Zatem B(G +y) < (VG +y)| —1) = 5(]V(G)| + 1 — 1) = L|V(G)|. Poniewaz
zbiér B jest skojarzeniem w grafie G + y oraz |B| = B(G) = 1|V(G)|, to B jest
B(G + y)-zbiorem. Stad 5(G + y) = B(G).

Zalozmy teraz, ze B(G) < 3|V(G)|. Wtedy istnicje wierzcholek 2 € V(G) nie po-

D= D=

V(&)
V(&)

kryty zadna krawedzia zbioru B. Zatem zbior B U {zy} jest skojarzeniem w grafie
G + y oraz |B U {zy}| = B(G) + 1. Wykazemy, ze B U {zy} jest 5(G + y)-zbiorem.
Przypusémy, ze istnieje skojarzenie B C E(G + y) takie, ze |B'| > (5(G) + 1. Roz-
wazmy dwa przypadki. Jezeli B’ C E(G), to |B'| < ((G), sprzecznosé¢ z zalozeniem

o zbiorze B’. Jezeli B’ nie zawiera si¢ w zbiorze F(G), to z definicji grafu G + vy,
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B' — E(G) = {z'y}, gdzie 2’ € V(G). Wowczas zbior B’ — {z'y} jest skojarzeniem w
grafie G oraz |B' — {z'y}| > B(G) + 1 — 1 = B(G), co jest sprzeczne z definicja liczby
B(G). Stad wniosek, ze zbior BU {xy} jest B(G + y)-zbiorem, a 3(G +vy) = B(G) + 1,

co konczy dowod.

Lemat 3.1.4. Jezeli f(G) < 5|V(G)| oraz istnieje wierzchotek w grafie G, ktory jest
pokryty przez kazdy B(G)-zbior, to graf G +y nie jest grafem 1-rozszerzalnym krawe-

dziowo w sensie Berge’a.

Dowdéd. Niech graf G zawiera wierzcholek z taki, ze dowolny 3(G)-zbior pokrywa ten
wierzchotek. Aby udowodni¢ teze lematu wystarczy pokazac, ze krawedz zy € E(G+vy)
nie da si¢ rozszerzy¢ do (G + y)-zbioru. Poniewaz 3(G) < 1|V(G)|, to z Lematu 3.1.3
wynika, ze 3(G + y) = B(G) + 1. Ponadto, z definicji grafu G + y otrzymujemy, ze
dowolne skojarzenie w grafie G + y jest postaci: By U By, gdzie B; jest podzbiorem
najwyzej l-elementowym zbioru {zy € E(G +y): 2z € V(G)}, a By jest dowolnym
skojarzeniem w grafie G (lub By = () jezeli By # (). Gdyby krawedZ xy mozna byto
rozszerzy¢ do zbioru B, ktory jest 3(G + y)-zbiorem, to |B| = §(G) + 1. Zatem B =
By U By, gdzie By = {xy} i By jest skojarzeniem w grafie G mocy (G). Stad wynika,
ze zbior By jest ((G)-zbiorem niepokrywajacym wierzcholka z, co jest sprzeczne z
zalozeniem. Ostatecznie wiec krawedz xy nie da sie rozszerzy¢ do 5(G + y)-zbioru, co

konczy dowdd.

Przyktad 3.1.1. Jezeli G = Py dlal > 1, to G +y nie jest grafem k-rozszerzalnym

krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1.

Zauwazmy, ze [(Py.1) =1 < %|V(P21+1)|. Oznaczmy, M; = A; U B;, gdzie A = ()
P Ay = U {aapaway) dlai = 2,3, 1+ 1 oraz By — O‘{@qx?qﬂ} dlai=1,2,..,1
1 By iﬁé). Zauwazmy, ze zbiory M, sa wszystkimi rrf()_zzliwymi B(Py41)-zbiorami, a
kazdy wierzcholek xo; dla j = 1,2, ...,1 spelnia zalozenia powyzszego lematu. Zatem
Py 1 + vy (Rysunek 3.1 dla [ = 2) nie jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w
sensie Berge’a. Rzeczywiscie krawedz xq;y nie nalezy do zadnego B(Py41 + y)-zbioru,
gdyz B(Payi1 + y)-zbiory F; sa postaci: F; = M; U{xg; 1y} dlai =1,2,...;1+ 1. Jezeli
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[ = 27 to 1 = 17273 oraz j - ]-a 27 WlQC Fl - {xlya$2$3;1’4$5}7 F2 - {$1$2;$3y7$4$5}»
Fy = {x1m9, 2324, x5y, } oraz xoy ¢ [y U Fy U Fy ani xuy ¢ Fy U Fy U F.

y

Rysunek 3.1. Graf Py +y dlal = 2.

Przypomne, ze G jest grafem spojnym we wszystkich rozwazaniach prowadzonych w

pracy.

Twierdzenie 3.1.5. Niech G bedzie grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie
Berge’a.
1

1. Jezeli 3(G) = 5|V(G)|, to G +y jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w

sensie Berge’a.

2. Jezeli B(G) < 3|V(G)|, to G +y jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w
sensie Berge’a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka grafu G istnieje
B(G)-zbior, ktorego krawedzie nie pokrywajq tego wierzchotka.

Dowoéd. Niech G bedzie grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a.

Dowdd czesci 1. Niech B(G) = 5|V (G)|. Wowezas z Lematu 3.1.3 wynika, ze
B(G+y) = B(G). Nalezy pokazaé, ze dowolna krawedz e € E(G+y) nalezy do pewnego
B(G + y)-zbioru. Rozwazmy przypadki

Przypadek 1. e € E(G). Wtedy z zalozenia, ze G jest grafem 1-rozszerzalnym
wynika, ze istnieje zbior By bedacy [(G)-zbiorem taki, ze e € By. Z definicji grafu
G+y wynika, ze zbior B jest skojarzeniem w grafie G+y oraz | By| = 5(G) = (G +y).
Zatem By jest 3(G + y)-zbiorem oraz e € By, co nalezalo wykazac.

Przypadek 2. e ¢ E(G). Wtedy e = zy € E(G +y), gdzie © € V(G). Ze spojnosci

grafu G wynika istnienie wierzchotka 2’ € V(G), ktory jest sasiadem wierzchotka = w
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grafie G. Z zalozenia, ze G jest 1-rozszerzalny wynika dalej, ze istnieje zbior By bedacy
B(G)-zbiorem taki, ze xa’ € By. Zatem zbior (By — {zz'}) U {xy} jest skojarzeniem w
grafie G + y mocy B(G) = B(G +y) oraz e € (By — {xz2'}) U {zy}. To konczy dowod
czesci 1 tezy twierdzenia.

Dowdd cze¢sci 2. Niech B(G) < 3|V(G)|. Jezeli istnieje wierzcholek w grafie G, ktory
jest pokryty przez kazdy [(G)-zbior, to graf G + y nie jest 1-rozszerzalny krawedziowo
w sensie Berge’a, na podstawie Lematu 3.1.4. Zal6zmy, ze dla kazdego wierzchotka
grafu G istnieje [F(G)-zbior, ktory go nie pokrywa. Pokazemy, ze dowolna krawedz
e € E(G+vy) nalezy do pewnego (G +y)-zbioru. Z Lematu 3.1.3 wynika, ze 5(G+y) =
B(G) + 1. Rozwazmy przypadki

Przypadek 1. e € E(G). Wtedy z zalozenia, ze G jest grafem 1-rozszerzalnym
krawedziowo w sensie Berge’a wynika, ze istnieje 5(G)-zbior, powiedzmy Bs, taki, ze
e € Bs. Poniewaz 3(G) < :|V(G)|, czyli 26(G) < |V(G)|, wigc istnieje wierzcholek
z € V(G) — V((Bs)¢g). Dlatego tez zbior Bs U {zy} jest skojarzeniem w grafie G +y
oraz |[BsU{zy}| = B(G)+1 = (G +y). Zatem B3 U {zy} jest rozszerzeniem krawedzi
e do B(G + y)-zbioru.

Przypadek 2. ¢ ¢ E(G). Wtedy e = 2y € E(G + y) — E(GQ), gdzie z € V(G).
Z zalozenia wynika, ze istnieje $(G)-zbior B, nie pokrywajacy wierzchotka z. Zatem
zbior B,U{zy} jest skojarzeniem w grafie G+y oraz |B,U{zy}| = B(G)+1 = B(G+vy),
czyli B, U {xy} jest B(G + y)-zbiorem zawierajacym krawedz e = xy.

Ostatecznie G+ jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a, co koniczy

dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.6. Niech G bedzie grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie
Berge’a, w ktorym istnieje wierzchotek wiszqcy. Wowczas G+y nie jest grafem 1-rozsze-

rzalnym krawedziowo w sensie Berge’a.

Dowod. Niech x € V(G) bedzie wierzcholtkiem wiszacym grafu G, ktory jest grafem
1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge'a. Wtedy Ng(z) = {2'}. Wykazemy, ze
kazdy ((G)-zbior pokrywa wierzcholek z’. Zatozmy, ze istnieje 5(G)-zbior, powiedzmy
B, ktory nie pokrywa wierzchotka x’. Co wiecej, B nie pokrywa rowniez wierzchotka
x, poniewaz Ng(x) = {2'}. Stad wnioskujemy, ze zbior B U {zz'} jest skojarzeniem w
grafie G. Skoro |B| = 3(G), to |BU{zz'}| = B(G)+1, co jest sprzeczne z definicja liczby
B(G). Pokazalismy wiec, ze istnieje wierzchotek 2/ € V(G) ktory jest pokryty przez
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kazdy [(G)-zbior. Zauwazmy teraz, ze z Wlasnosci 3.1.1 wynika, iz |V(G)| > 4. Ze
spojnosci grafu G mozemy teraz wnioskowaé, ze degg(z') > 2, czyli istnieje wierzchotek
x" # x taki, ze 2" € Ng(a'). Zalozenie, ze G jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo
w sensie Berge’a gwarantuje, iz krawedz x”z’ nalezy do pewnego (3(G)-zbioru, B’. Co
wigcej, B’ nie pokrywa wierzchotka x, poniewaz Ng(x) = {z'}. Zatem |B'| = 5(G) <

$IV(G)|. Korzystajac teraz z Lematu 3.1.4 otrzymujemy teze¢ twierdzenia.

Przypomne, ze G* oznacza graf zwany duplikacja wierzchotka z. Definicja grafu G*

znajduje sie na stronie 13.

Lemat 3.1.7. Dla dowolnego grafu G, B(G) < B(G*) < B(G) + 1.

Dowéd. Niech 2 € V(G) oraz B C E(G) bedzie dowolnym [(G)-zbiorem, tzn. zbior
B jest skojarzeniem w grafie G oraz |B| = 3(G). Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1. Zalozmy, ze zbior B pokrywa wszystkie wierzcholki zbioru Ng(zx).
Pokazemy, ze zbior B jest 5(G*)-zbiorem. Z definicji duplikacji wierzchotka wynika, ze
zbior B jest skojarzeniem takze w grafie G*. Wykazemy, ze |B| = 5(G*). Przypusémy,
ze w grafie G* istnieje skojarzenie B’ takie, ze |B'| > |B|. Jezeli B" C E(G), to
B’ jest skojarzeniem w grafie G, wiec |B'| < B(G) = |B|, sprzecznosé. Jezeli B’ nie
zawiera sie w zbiorze E(G), to z definicji grafu G* wynika, ze B’ = B" U {2'y}, gdzie
B" jest B(G)-zbiorem, ' jest kopia wierzchotka z, a y € Ng(x). Poniewaz B jest
B(G)-zbiorem, to pokrywa on wszystkie wierzchotki zbioru Ng(z). Stad otrzymujemy
sprzeczno$é, gdyz B’ nie jest skojarzeniem w grafie G*. Zatem zbior B jest najwiekszym
skojarzeniem w grafie G*, wigc 3(G*) = |B| = (G).

Przypadek 2. Zatozmy, zezbiér B nie pokrywa wszystkich wierzchotkoéw zbioru
N¢(z). Niech y € Ng(x) bedzie wierzchotkiem, ktérego nie pokrywa zbior B. Wowcezas
BU{z'y} jest skojarzeniem w grafie G*. Zauwazmy, podobnie jak w Przypadku 1, ze
dowolne skojarzenie w grafie G* zawiera krawedzie niezalezne w grafie G i co najmniej
jedna krawedz ktora nie nalezy do zbioru E(G). Poniewaz B jest najwickszym sko-
jarzeniem w grafie G, to zbior B U {2y} jest najwiekszym z mozliwych skojarzen w
grafie G*, czyli f(G*)-zbiorem. Zatem ((G*) = 5(G) + 1.

Ostatecznie 5(G*) € {6(G), B(G) + 1}, wiec B(G) < B(G*) < B(G) + 1, co nalezalo

wykazac.
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Whiosek 3.1.1. 5(G*) = B(G) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy 5(G)-zbior pokrywa

wszystkie wierzchotki zbioru Neg(x).

Obserwacja 3.1.1. Jezeli G jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Ber-
ge’a oraz B(G*) = B(G), to graf G* jest grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie

Berge’a.

Dowdd. Niech G bedzie grafem 1-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a oraz
B(G) = B(G*). Pokazemy, ze dla dowolnej krawedzi e € E(G") istnieje 3(G*)-zbior
zawierajacy te krawedz. Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1. e € E(G). Wowczas z zalozenia, ze graf G jest 1-rozszerzalny wynika,
ze istnieje [B(G)-zbior, powiedzmy By C E(G), ktory zawiera krawedz e. Z definicji
grafu G* oraz z rownosci §(G*) = ((G) wnioskujemy, ze By jest 5(G*)-zbiorem za-
wierajacym krawedz e.

Przypadek 2. e ¢ E(G). Wowcezas e = 2’y € E(G*) — E(G), gdzie 2’ jest kopia
wierzchotka x oraz y € Ng(x). Z zalozenia, ze graf G jest 1-rozszerzalny wynika, ze
istnieje 5(G)-zbior, powiedzmy By C E(G), ktory zawiera krawedz zy € E(G). Zatem
krawedz e = 2’y € (Be—{zy})U{a'y} oraz zbior(By—{zy})U{z'y} jest B(G”)-zbiorem,
poniewaz jest on skojarzeniem w grafie G* mocy [(G) = 5(G").

Ostatecznie graf G” jest 1-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a, co koriczy do-

wod.

Uwaga 3.1.1. Zauwazmy, ze jesli 5(G*) = (B(G) + 1, to z l-rozszerzalnosci krawe-
dziowej w sensie Berge’a grafu GG nie musi wynikaé¢ k-rozszerzalnos¢ krawedziowa w
sensie Berge’a grafu G dla zadnego k£ > 1. Niech G = (7. Wtedy tatwo sprawdzi¢, ze
B(Cy) = 3. Z Twierdzenia 3.1.2 wynika, ze ext*(C;) = 2. Dla dowolnego wierzchotka
ry € V(C7) mamy [(C7') = [B(C7) + 1 = 4, wiec S(C7')-zbiory sa skojarzeniami
doskonalymi w grafie C7' (Rysunek 3.2). Oznaczmy, A; = {xo23, 2425, ..., To12;T3 10, }
dla i = 0,1,2. Woéwczas zbiory A; dla ¢ = 0,1,2 sa skojarzeniami mocy 1 + ¢ w
grafie C7'. Oznaczmy, B; = {2, 3, ..., a2, T342;} dla i = 0,1,2. Poniewaz podgraf
C7' — B; grafu C7* dla ¢ = 0,1 (Rysunek 3.2) zawiera dwa wierzcholki wiszace xy, x)
majace wspolnego sasiada x7, wiec graf C7' — B; nie ma skojarzenia doskonalego.
Oznacza to, ze graf C7* nie jest grafem (1 + i)-rozszerzalnym w sensie Plummera dla

i = 0,11 réwniez nie jest grafem (1 + i)-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a,
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gdyz B(C3")-zbiory sg skojarzeniami doskonalymi. Poniewaz C5' — By & K, (Rysunek
3.2), wiec graf C7' — B, nie ma skojarzenia doskonalego, czyli C7' nie jest grafem
3-rozszerzalnym w sensie Plummera i réwniez nie jest grafem 3-rozszerzalnym kra-
wedziowo w sensie Berge’a. Ostatecznie wiee 1-rozszerzalnosé krawedziowa w sensie
Berge’a cyklu C7 nie implikuje k-rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a dla
k=1,2,3 grafu C7*.

Rozumujac analogicznie mozna pokazaé, ze graf C3' , dla [ > 3 nie jest grafem

k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego & > 1.

I L Zy Zy
Iz o T, T 14 z, °
i o z 7
Ts @ [ I Ty @ Ty
Tg T Ty —————o I,
T, T T, T
1 1_ 1_ 1.
C; Ch- B, C%- B, Ch- B,

Rysunek 3.2. Graf C7* oraz podgrafy C7' — B; grafu C7* dlai=0,1,2.

Twierdzenie 3.1.8. Jezeli G jest grafem l-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Ber-
ge'a dlal =k —1,k (k> 2) oraz B(G*) = B(G), to G* jest grafem k-rozszerzalnym

krawedziowo w sensie Berge’a.

Dowéd. Niech G bedzie grafem k- oraz (k — 1)-rozszerzalnym krawedziowo w sen-
sie Berge’a. Zal6zmy, ze = jest wierzchotkiem grafu G, dla ktoérego zachodzi réwnosé
B(G*) = B(G). Niech B C E(G*) bedzie dowolnym skojarzeniem w grafie G* mocy k
dla k < B(G) — 1. Pokazemy, ze zbioér B mozna rozszerzy¢ do [(G*)-zbioru. Mozliwe
sa dwa przypadki

Przypadek 1. BN E(G) = B. Wtedy z zalozenia, ze graf G jest k-rozszerzalny
wynika, iz istnieje G(G)-zbiér, powiedzmy B; taki, ze By D B. Z definicji grafu G*
wynika, ze By jest skojarzeniem w grafie G* mocy ((G). Z rownosci f(G) = B(G?)
wynika wiec, ze By jest f(G”)-zbiorem zawierajacym zbior B.

Przypadek 2. BN E(G) # B. Wtedy istnieje krawedz 2’y € B— E(G), gdzie a’ jest
kopig wierzchotka = oraz y € Ng(x). Zauwazmy, ze zbior B — {x'y} jest skojarzeniem,
w grafie G mocy k — 1, ktore nie pokrywa wierzchotka y € V(G). Z zalozenia, ze

graf G jest (k — 1)-rozszerzalny wynika, iz zbior B — {2y} zawiera sie w pewnym
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B(G)-zbiorze, powiedzmy Bs. Poniewaz 3(G*) = 5(G), to zgodnie z Wnioskiem 3.1.1
zbior By pokrywa wszystkie wierzcholtki zbioru Ng(x). Zatem istnieje krawedz e € Bs,
ktora pokrywa wierzchotek y € Ng(x). Stad wynika, ze zbior B zawiera sie w zbiorze
(By —{e})U{a'y}, ktory jest skojarzeniem w grafie G* mocy 5(G) = B(G*), czyli jest
B(G*)-zbiorem.

Ostatecznie graf G* jest k-rozszerzalny krawedziowo w sensie Berge’a, co nalezato

udowodnié.

Wnhiosek 3.1.2. Jezeli graf G spetnia zatozenia Twierdzenia 3.1.8, to
ext*(G*) > ext*(G).

Przypomne, ze symbole Gy, Gy oznaczaja graf zwany t-podziatlem i odpowiednio do-
mknietym t-podzialem krawedzi grafu G. Wykorzystujac rezultaty zawarte w czesci
trzeciej Rozdziatu 2, tj. Twierdzenie 2.3.1 (str. 30), Twierdzenie 2.3.2 (str. 31), oraz
Wiasnosé 3.1.2 (str. 34) otrzymujemy zwiazek miedzy rozszerzalnoscia grafu G rozu-

miana w sensie Plummera a rozszerzalnoscia krawedziowa w sensie Berge’a grafu G,

i Gop.

Twierdzenie 3.1.9. Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym w sensie Plummera dla
k> 2, to ext*(Gam) = eat*(Gop) =1 dlam > 1.

Uwaga 3.1.2. Zauwazmy, ze z 1-rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a grafu
G nie musi wynika¢ k-rozszerzalnosé grafu G; (t > 1) dla zadnego k£ > 1. Niech
G = Py dlal > 2. Wtedy z Twierdzenia 3.1.1 (str. 35) wynika, ze ext™(Pyi1) = 1.
Oczywiste jest, ze Gy = Pyq144. Jezeli t jest liczba nieparzysta, to 20 + 1 + t jest
liczba parzysta wieksza niz cztery, wiec z Twierdzenia 3.1.1 wynika, ze G; nie jest
grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1. Jezeli ¢ jest
liczba parzysta, to z tego samego twierdzenia otrzymujemy ezt*(G,) = 1. Co wiecej,
z 1-rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a grafu G (¢t > 1) nie musi wynika¢
k-rozszerzalno$é grafu G dla zadnego £ > 1. Na przykltad jezeli ¢ = 2m + 1, gdzie
m > 1 oraz Gy = Py dlal > 1, to ext™(G;) = 1. Latwo sprawdzi¢, ze G = Py, wiec

G nie jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a.
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Uwaga 3.1.3. Zauwazmy, ze z 1-rozszerzalno$ci krawedziowej w sensie Berge’a gra-
fu G nie musi réwniez wynikaé k-rozszerzalnosé grafu G, dla zadnego k£ > 1. Niech
G = P5. Wtedy z Twierdzenia 3.1.1 (str. 35) wynika, ze ext*(P5;) = 1. Oczywiste
jest, ze G, = Hy lub G, = H, (patrz Rysunek 3.3). Jezeli ¢ jest liczbg nieparzysta,
t+5
2

to 5+t jest liczba parzysta. Latwo zauwazy¢, ze ﬁ(ét) = . Dodatkowo skojarze-

nia {$25U3}, {$2£B3,yly27y3y4,---,y1+2z‘y2+2i}, {$2$3ayly2793y47---ayt—2yt—1>ytx4}7 gdzie
i €40,1,..., 5%} mocy 1 1ub 2 + i lub %2 nie daja si¢ rozszerzy¢ do S(H)-zbioru, a
skojarzenia {xoxs}, {xoxs, T4y1, YoUs, Yals, -, Yor2iysroi }, gdzie i € {0,1, ..., %} mo-
cy 1 lub 2 + ¢ nie daja sie rozszerzy¢ do [(Hs)-zbioru. Zatem Gy nie jest grafem
k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1. Analogicznie z
1-rozszerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a grafu Gy (t > 1) nie musi wynikac

k-rozszerzalno$¢ grafu G dla zadnego k > 1.

y2 yf ] y2 yT 1
y] yt y] yT
‘.
T z Z Z I T z e Ty I

Rysunek 3.3. Grafy Hy, Ho.

3.2. Rozszerzalnos$é¢ wierzcholtkowa graféw:
P?”an)C:LJGl_{—GQ_{——l_Gn

Wprost z definicji grafu k-rozszerzalnego wierzchotkowo w sensie Berge’a (str. 11)

wynikaja nastepujace wlasnosci

Wtasno$é 3.2.1. Jezeli graf G jest k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a
dla k> 1, to o(G) > 2 oraz |V(G)] = 3.
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Wtasnosé 3.2.2. Jezeli a(G) > 2, to zZaden wierzchotek uniwersalny grafu G nie
nalezy do aQG)-zbioru (jezeli degex = |V(G)| — 1, to x nazywamy wierzchotkiem

uniwersalnym grafu G).

Wtlasnoéé 3.2.3. Jezeli graf G ma wierzchotek uniwersalny, to G nie jest grafem

1-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a.

Przypomnijmy, ze graf G jest B-grafem jezeli a(G) = 1 albo G jest grafem 1-rozszerzal-
nym wierzchotkowo w sensie Berge’a. W pracy [13| autorzy udowodnili miedzy innymi,
ze droga P, jest B-grafem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta oraz, ze kazdy
cykl C,, 1 kazda jego potega C! (definicja potegi G" grafu G znajduje sie na stronie
10), gdzie 1 < r < n jest B-grafem. Wykorzystujac te wyniki mozna obliczy¢ liczbe
rozszerzalnosci wierzchotkowej w sensie Berge’a dla wspomnianych grafow. Sposob
dowodzenia bylby analogiczny do dowodu Twierdzenia 3.1.1 (str. 35), czy Twierdzenia
3.1.2 (str. 36). Nietrudno udowodni¢, ze dla dowolnego grafu G i jego grafu krawedzio-

wego L(G) zachodzi rownosé

Ezt(L(Q)) = ext™(G) (3.1)
Latwo zauwazy¢, ze
L(Pyy1) =P, dla n>1 (3.2)
oraz
LC,)=0C, dla n>3 (3.3)

Wykorzystujac wzory (3.1) i (3.2) na podstawie Twierdzenia 3.1.1 (str. 35) mozna

uzyskaé teze twierdzenia

Twierdzenie 3.2.1. Ext(Py) = 1 dlal > 2 oraz grafy Py i Py dla l > 0 nie sq

k-rozszerzalne wierzchotkowo w sensie Berge’a dla Zadnego k > 1.

Natomiast na podstawie Twierdzenia 3.1.2 (str. 36) otrzymujemy
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Twierdzenie 3.2.2.

2 dla n=20+1 jezelil > 3,
1 dla pozostatych n > 4

Ext(C),) = {

oraz graf Cs nie jest k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1.
Rozwazania w grafie krawedziowym L(G) nie musza by¢ prostsze niz w grafie G.

Twierdzenie 3.2.3. Niech l,n,r bedq liczbami naturalnymsi, n > 4 oraz niech
A={4,5,..2r+1}.

1. Jezelir <5 —1 orazn ¢ A, to

Ext(C)) =

2 dla n=1IUr+1)+r jezelil > 3,
1 dla pozostatych n ¢ A.

2. Jezeli v < § — 1 oraz n € A albo jezeli v > %, to grafy C] nie sq grafami

T
2 n

k-rozszerzalnymi wierzchotkowo w sensie Berge’a dla zadnego k > 1.

Dowdd. Jezelir =1, to C] = C,,, wiec teza wynika z Twierdzenia 3.2.2. Niech r > 2.
Dowdd czeéci 1. Zalozmy, ze r < § — 1 oraz n ¢ A. Zauwazmy, ze o(C)) = LJFLIJ
dla kazdego n > 4. Wowczas z definicji grafu k-rozszerzalnego wierzchotkowo w sensie
Berge’a wynika, ze liczba k nie moze by¢ wigksza niz a(Cy,)—1 = [ 35 |—1. W pracy [13]
wykazano, ze w zaleznosci od wartosci liczby [, graf C] jest grafem 1-rozszerzalnym
wierzchotkowo w sensie Berge’a albo a(C?) = 1. Poniewaz «(C}) > 2 dla kazdego
re{l,2,..,[5] =1} in >4, to C} jest grafem 1-rozszerzalnym wierzchotkowo w sen-
sie Berge’a wtedy i tylko wtedy, gdy n > 4, wige 1 < Eat(C) < o(Cy) —1= [ 7] -1
dla n > 4. Niech V(Cr) = {z1, x9, ...z, } dla n > 4. Rozwazymy dwa przypadki
Przypadek 1. n = 1(r+1)+7r (I > 3). Wtedy a(C?) =1 > 3 oraz 1 < Ext(C}) <
a(Cl) — 1 =1— 1. Pokazemy, ze graf C jest 2-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie
Berge’a ale nie jest k-rozszerzalny w tym sensie dla zadnego k spelniajacego warunek
3< k< [;15] —1=1-1. Zauwazmy, ze dowolny zbiér niezalezny wierzchotk6w mocy
2 w grafie C jest postaci: A; = {x1, 4144}, gdzie i € {1,2,...,(I—1)(r+1)}. Oznacz-
my, B; = {&1, Tri14i: To(r1)4i> T3r41)is - T-1)(r41)+iy A i =1,2, .., (1 = 1)(r +1).
Zbiory B; sa zbiorami niezaleznymi wierzchotkow w grafie C7 oraz |B;| =1 = a(C))

dla kazdego i = 1,2,....(I — 1)(r + 1). Zatem zbiory B, sa «(C))-zbiorami. Latwo
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zauwazy¢, ze A; C B; dla kazdego ¢ = 1,2, ..., (I — 1)(r + 1). Stad wynika, ze C? jest
grafem 2-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a. Jezeli | = 3 (tzn. n = 4r+3),
to a(C},.4) = 3, wiec Ext(C,5) = 2. Zalozmy, ze | > 4. Pokazemy, ze graf C) nie jest
k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a dla zadnego k = 3,4, ...,1 — 1. Oznacz-
my, M; = {@1, Tari2, Tari3, Torids Toris, o) Tarts+(ri1); 1> gdzie 7 € {0,1,2,...,1 — 4},
Oczywiste jest, ze zbiory M, sa zbiorami niezaleznymi wierzchotkéw w grafie C] mocy
3+ j dla kazdego j = 0,1,2,...,1 — 4. Co wiecej, zbiér M, jest zbiorem niezaleznym
wierzchotkow w podgrafie H indukowanym przez zbior X = {x1, xa, ...x4 3., }. Ponie-
waz kazdy wierzcholek zbioru X — M, sasiaduje z wierzchotkiem zbioru My w grafie H,
to zbior My nie jest podzbiorem zadnego «(H )-zbioru. Zatem dowolny zbior niezalezny
wierzchotkow w grafie C] zawierajacy zbioér My ma moc nie wieksza niz [ — 1 poniewaz
|Mo| +a(C) = X) =3+ a(P;_5,45) =3+ "5 =1—1dlan = I(r+1) +r. Skoro
a(Cr) =1, to zaden ze zbiorow M; dla j = 0,1,2,...,1 — 4 nie da si¢ rozszerzy¢ do
a(Cr)-zbioru. Stad wynika, ze graf C nie jest k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie
Berge’a dla zadnego k = 3 + j, gdzie 7 = 0,1, ...,1 — 4. Pamietajac, ze C] jest grafem
1-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a wnioskujemy, ze Fzt(Cr) = 2 dla
n=I(r+1)+rorazl > 3.

Przypadek 2. n # l(r+1)+rdlal > 3 orazn ¢ A. Jezeli l = 2, tzn. n € {2(r +1),
2r+1) +1,2(r+1)4+2,...2(r +1) + 7}, to o(C) — 1 = 1, wiec Ext(C)) = 1.
Zatozmy, ze | > 3, tzn. n > 3(r + 1) + s, gdzie s € {0,1,2,...,r — 1}. Oznacz-
my, M = {21, Tory2, L343, Tarsa, -, Torpoq(rp)e ) dla t = 0,1,2,...,1 — 3 oraz X' =
{Z1, 22, ..., Torqo4p, Tny Tty ooy Tn—(r—1) }- Analogiczne jak w Przypadku 1 otrzymuje-
my, ze dowolny nadzbiér niezalezny zbioru M| w grafie C' ma moc nie wieksza niz
[ — 1 poniewaz |Mg| + a(C), = X') = 24+ a(P]_449) = 2+ [%5552] =1 — 1 oraz
n > 3(r+1)+s, gdzie s € {0,1,2,...,r — 1}. Skoro «(C}) = [, to zaden ze zbioréw

M/ dlat = 0,1,2,...,1 — 3 nie da si¢ rozszerzy¢ do «(C’)-zbioru. Stad wynika, ze
graf C] nie jest k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a dla zadnego k£ = 2 + ¢,
gdzie t = 0,1, ...,1 — 3. Pamietajac, ze C) jest grafem 1-rozszerzalnym wierzchotkowo
w sensie Berge’a wnioskujemy, ze Ext(C]) = 1dlan #l(r+1)+r (I > 3) orazn ¢ A,
co koriczy dowod czesci 1 tezy twierdzenia.

Dowdd czeéci 2. Zatozmy, ze r < § — 1 (n € A) albo, ze r > 5. Wowcezas tatwo
zauwazy¢, ze o(Cr) = 1. Zatem z Wlasnosci 3.2.1 (str. 44) wynika, ze graf C nie jest
k-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a dla zadnego k£ > 1, co koriczy dowdd

czesci 2 oraz dowod twierdzenia.
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Przedstawie wyniki dotyczace rozszerzalnosci wierzchotkowej w sensie Berge’a grafu
G1+Gy+ - -+ G, zwanego ztaczeniem n grafow (definicja str. 12). O. T. George oraz

M. R. Sridharan w pracy [13| rozwazali ztaczenie dwoch grafow Gy 4+ Go i udowodnili

Twierdzenie 3.2.4. (O. T. George, M. R. Sridharan [13])
Jezeli G1 i Gy sq B-grafami, to G1+Gy jest B-grafem wtedy i tylko wtedy, gdy a(G1) =

Prowadzac dowod indukeyjny i wykorzystujac metode dowodzenia z tej pracy mozna

udowodnié

Lemat 3.2.5. Niech I C V(G + Gy + -+ G,,) dlan > 2. Zbior I jest zbiorem
niezaleznym wierzchotkow w grafie Gy 4+ G+ - - - + G, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taki indeks i € {1,2,...,n}, ze I jest zbiorem niezaleznym wierzchotkow w grafie Gj.

Whniosek 3.2.1. a(G1 + Gy + -+ Gp,) = max{a(G;): ie€{l,2,..,n}}.

Wnhniosek 3.2.2. a(Gy + Go + -+ -+ G,,) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a(G;) =1 dla
kazdego i = {1,2,...,n}, tzn., gdy G; jest grafem petnym dla kazdego i = {1,2,...,n}.

Twierdzenie 3.2.6. Niech Ext(G;) =k dlai=1,2,...,n (k > 1). Wowczas Ext(G1+
G+ -+ Gp) = k wtedy i tylko wtedy, gdy a(Gy) = a(Ga) = - -+ = a(Gy).

Dowéd. Zatozmy, ze Ext(Gy + G2 + -+ + G,) = k oraz Ext(G;) = k dla i =
1,2,..,n (k > 1). Udowodnimy, ze o(G;) = a(Gy) = -+ = a(G,). Idea dowodu
jest zaczerpnieta z pracy [13]. Przypu$émy, ze istnieja dwa rozne i,j € {1,2,...,n}
takie, ze a(G;) # a(G,). Wtedy a(G;) > a(G;) albo a(G;) < a(G;). Niech bez straty
ogdlnosci a(G;) > a(G;). Wowcezas z Wniosku 3.2.1 wynika, ze a(Gy + --- + G,,) >
a(G;) > a(Gy). Udowodnimy teraz, ze Gy + - - - G,, nie jest grafem k-rozszerzalnym
wierzchotkowo w sensie Berge’a. Oznaczmy przez Ig, zbior niezalezny wierzcholkow
mocy k w grafie G; (istnienie takiego zbioru wynika z zalozenia, ze Ext(G;) = k). Z
definicji ztaczenia n grafow wynika, ze wszystkie wierzchotki zbioru V(G +---+G,,) —
V(G;) sasiaduja ze wszystkimi wierzchotkami zbioru Ig;. Stad wynika, ze zbior Ig,

moze by¢ podzbiorem wilasciwym tylko a(Gj)-zbioru w grafie Gy + --- + G,,. Skoro
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jednak a(G,) < a(G;) < a(Gy + - - -+ G,), to zaden «(G)-zbior nie jest a(Gy + - - -+
G, )-zbiorem. Zatem G4 + - - - + GG, nie jest grafem k-rozszerzalnym wierzchotkowo w
sensie Berge’a, wiec Ext(Gy + Go + -+ + G,,) # k, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Zalozmy, ze a(Gy) = a(Gs) = - - = a(G,,) oraz, ze Fxt(G;) =k dlai=1,2,...,n
(k > 1). Wykazemy, ze Ext(Gy + Gy + -+ + G,,) = k tzn., ze kazdy zbior niezalezny
wierzchotkow mocy k w grafie G; + - -+ + G, zawiera sic w o(Gy + - - + G,,)-zbiorze
oraz, ze zbiér niezalezny wierzchotkow mocy wiekszej niz k w grafie Gy + --- + G,
nie da sie rozszerzy¢ do o(Gq + - -+ + G,)-zbioru. Oznaczmy przez I dowolny zbior
niezalezny wierzchotkow w grafie Gy + - -+ + G,,. Niech |I| = k. Wowczas z Lematu
3.2.5 wynika, ze istnieje i € {1,2,...,n} takie, ze I C V(G;). Bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze i = 1, czyli, ze I C V(G;) oraz I jest zbiorem niezaleznym
wierzchotkow w grafie G. Zalozenie Ext(G;) = k dla i = 1,2,...,n gwarantuje, ze
zbior I jest podzbiorem pewnego «(G1)-zbioru, powiedzmy Ig,. Poza tym, z Wniosku
3.2.1 oraz z zalozenia, ze a(G1) = a(Gy) = - - = a(G,,) wynika rownosé¢ o(Gy + - - - +
Gr) = a(Gy). Poniewaz zbior wierzchotkow grafu Gy + - -+ + G, jest suma roztaczna
zbiorow V(G;) dlai =1,2,...,n, to z powyzszych obserwacji wynika, ze zbior I, jest
a(Gy + - -+ + G))-zbiorem zawierajacym zbior I, co dowodzi nieréwnosci Ext(G +
Go+ -+ Gy) = k. Aby wykazaé rownosé¢ Ext(Gy + Ge + - - - + G),) = k przypusémy,
ze Ext(G1+ Gy + -+ G,,) =1 > k. Wtedy kazdy zbior niezalezny mocy | w grafie
G1 + -+ + G, jest podzbiorem pewnego a(Gy + --- + G,)-zbioru. Niech I, bedzie
dowolnym [-wierzchotkowym zbiorem niezaleznym w grafie G| + --- + G,,. Wtedy z
definicji liczby rozszerzalnosci wierzchotkowej w sensie Berge’a wynika, ze a(Gy +
-+ Gyp) > || =1 > k. Z Lematu 3.2.5 wynika, ze istnieje j € {1,2,...,n} takie, ze [
jest zbiorem niezaleznym wierzchotkéw w grafie G;. Natomiast z zalozenia, ze a(G) =
a(Gy) = -+ = aG,,) oraz z Wniosku 3.2.1 wynika, ze o(G1+- - -+G,,) = a(G;). Zatem
dowolny [-wierzchotkowy zbior niezalezny, I;, w grafie GG; jest podzbiorem pewnego
a(Gj)-zbioru, co oznacza, ze graf G; jest l-rozszerzalny wierzchotkowo w sensie Berge’a.
Skoro [ > k, to mamy sprzecznosé z zatozeniem, ze Ext(G;) = k. Ostatecznie Ext(G1+

Gso + -+ -+ G,,) = k, co nalezalo wykazac.

Powyzsze twierdzenie pozwala tworzy¢ grafy k-rozszerzalne wierzchotkowo w sensie
Berge’a ze znanych grafow k-rozszerzalnych wierzchotkowo w tym sensie oraz wyzna-
czaé ich liczby rozszerzalnosci wierzchotkowej. Dla przyktadu:

Ext(Py, + Py, + -+ Py,) = 1, gdzie [; > 2 dla kazdego i = 1,2, ..., n;
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Ext(Comy+1 + Comyr1 + - -+ + Copy1) = 2, gdzie m; > 3 dla kazdego j = 1,2, ..., n;
EZL’t(Pgll + P212 + -+ ler + Cle + C2m2 + -+ CZmS) = 1, gdzie l, > 2 dla kaZdego
i =1,2,...,r oraz m; > 2 dla kazdego j = 1,2,..., 5.

Obserwacja 3.2.1. Jezeli istnieje 1,1 < i < n takie, ze G; = K, dlar > 1, to graf

G1+ Gy + -+ -+ G, nie jest grafem 1-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a.

Dowéd. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dowolny wierzchotek zbioru V(G;),
gdzie G; = K, jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu G; + Go + - -+ + G,,, wiec z
Wtlasnosci 3.2.3 (str. 46) wynika, ze G1 +Go+- - -+ G, nie jest grafem 1-rozszerzalnym

wierzchotkowo w sensie Berge’a.

Twierdzenie 3.2.7. Niech k > 2 oraz r > 1. Wowczas Ext(K, + G) = k wtedy i
tylko wtedy, gdy FExt(G) = k.

Dowod. Niech k > 2 oraz r > 1. Zalézmy, ze Fxt(K, + G) = k. Pokazemy, ze G jest
grafem k-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a. Oznaczmy przez I dowolny
zbior niezalezny wierzchotkow w grafie G. Niech |I| = k. Wtedy z Lematu 3.2.5 (str.
49) wynika, ze I jest zbiorem niezaleznym wierzchotkéw w grafie K, + G. Poniewaz z
zatozenia K, + G jest grafem k-rozszerzalnym, to I C I, . q, gdzie Ik, o jest a(K, +
G)-zbiorem oraz o(K, + G) > |I| = k. Co wiecej, z zalozenia, ze k > 2 otrzymujemy
a(K, + G) > 2. Poniewaz a(K,) = 1, to z Wniosku 3.2.1 (str. 49) wynika réwnosc¢
a(K, + G) = a(@). Korzystajac ponownie z Lematu 3.2.5 otrzymujemy, ze I, 1 jest
a(@)-zbiorem zawierajacym zbior I. Oznacza to, ze G jest grafem k-rozszerzalnym,
czyli ze Fxt(G) > k. Aby wykaza¢ rownos¢ Ezt(G) = k przypusémy, ze Ext(G) =
[ > k. Wowczas dla kazdego zbioru niezaleznego wierzchotkow I; C V(G) istnialby
a(G)-zbior I taki, ze I; C Ig. Poniewaz oK,) = 1 oraz k > 2, to z Lematu 3.2.5
wynika, ze wszystkie zbiory niezalezne o [ wierzchotkach w grafie K, + G sg zawarte
w zbiorze V(G). Co wiecej, z Wniosku 3.2.1 otrzymujemy rownosé¢ o(G) = a(K, +
(). Zatem zbior I; jest podzbiorem a(K, + G)-zbioru I, wiec K, + G jest grafem
[-rozszerzalnym wierzchotkowo w sensie Berge’a. Poniewaz [ > k, to mamy sprzecznosé

z zalozeniem, ze Ext(K, + G) = k. Ostatecznie Ext(G) = k.

51
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Dowod implikacji w druga strone przebiega analogicznie jak wyzej. Wystarczy zamienié¢

rolami graf K, + G z grafem G.

3.3. Zalezno$ci miedzy klasami graféw rozszerzalnych w sensie

Berge’a a klasa graféow rozszerzalnych w sensie Plummera

W pracy [13] autorzy rozwazali B-grafy i B*-grafy, a takze B**-grafy, czyli grafy,
ktore sa jednoczesnie B- i B*-grafami. Rozwazania te stanowily dla mnie motywacje

do zdefiniowania nastepujacych podklas A; dla i = 1,2, 3,4, 5 klasy
QLG ext(@)>0 Vv ext*(G)>1 V  Ext(G) > 1}, gdze
A = {GeQ: ext"(G) =ext(G)},
Ay, = {GeQ: Ext(G) = ext(G)},
A3 = {G e Q: Ext(G) = ext*(G)},

Ay = {GeQ: Ext(G) = ext*(G) = ext(G)} oraz

Podam przyktady graféow nalezacych do klas A; dla i = 1,2,3,4,5 oraz zbadam za-
lezno$ci miedzy tymi klasami. Wyniki zamieszczone w tym rozdziale i w Rozdziale 2
pokazuja, ze zadna z powyzszych klas nie jest pusta. Mianowicie grafy C, dla n > 2
naleza do klasy A; dla kazdego i = 1,2,3,4 (Przyktad 2.1.1, str. 17; Twierdzenie 3.1.2,
str. 36; Twierdzenie 3.2.2, str. 47). Co wiecej, istnieja grafy, ktore naleza do klasy As,
na przyktad grafy P, dla n > 2 (Przyklad 2.1.2, str. 17; Twierdzenie 3.1.1, str. 35;
Twierdzenie 3.2.1, str. 46).

52



3.3. Zaleznosci miedzy klasami graféw rozszerzalnych w sensie Berge'a i w sensie Plummera

Twierdzenie 3.3.1. Niech (G) = 5|V (G)|. Wowczas G jest grafem k-rozszerzalnym
w senste Plummera dla k > 1 wtedy @ tylko wtedy, gdy G jest grafem k-rozszerzalnym

krawedziowo w sensie Berge’a.

Dowod. Niech 8(G) = 3|V(G)|. Zalozmy, ze graf G jest grafem k-rozszerzalnym w
sensie Plummera dla k& > 1. Pokazemy, ze G jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo
w sensie Berge’a. Niech zbior A bedzie dowolnym skojarzeniem mocy k w grafie G. Z

zalozenia otrzymujemy, A C Mg, gdzie Mg jest pewnym skojarzeniem doskonalym w

grafie G. Poniewaz 5(G) = 3|V(G)| = |M¢], to Mg jest B(G)-zbiorem zawierajacym
skojarzenie A, co dowodzi k-rozszerzalnos¢ krawedziowa w sensie Berge’a grafu G. Za-
tozmy teraz, ze G jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a. Z definicji
grafu k-rozszerzalnego krawedziowo w sensie Berge'a wynika, ze k > 1. Pokazemy, ze
G jest grafem k-rozszerzalnym w sensie Plummera. Z faktu, ze 5(G) = %\V(G)| wynika
(jak wyzej), iz kazdy B(G)-zbior jest skojarzeniem doskonalym w grafie G. Stad i z za-
tozenia, ze G jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie Berge’a otrzymujemy,
iz kazde skojarzenie w grafie GG, zawierajace k krawedzi, jest podzbiorem skojarzenia
doskonatego w tym grafie. To oznacza, ze G jest grafem k-rozszerzalnym w sensie

Plummera dla £ > 1, co nalezato udowodni¢.

Whiosek 3.3.1. A4 ={Ge€Q: ext(G)>1}.

Dowod. Niech G € {G € Q:  ext*(G) = ext(G)}. Pokazemy, ze G € {G € 2 :
ext(G) > 1}. Wystarczy przypomnieé, iz ext*(G) > 1, co wynika z definicji indeksu roz-
szerzalnosci krawedziowej w sensie Berge’a grafu G. Zatem rownosé ext*(G) = ext(G)
implikuje ext(G) > 1, czyli G € {G € Q : ext(G) > 1}. Niech teraz G € {G €
Q:  ext(G) > 1}. Pokazemy, ze G € {G € Q: ext*(G) = ext(G)}. Zalozmy, ze
ext*(G) # ext(G), tzn. ext*(G) < ext(G) albo ext*(G) > ext(G). Bez straty ogdl-
nosci zatozmy, ze ext*(G) < ext(G). Oznaczmy, ext(G) = k. Wowcezas G jest grafem
k-rozszerzalnym w sensie Plummera oraz z zalozenia, ze G € {G € Q: ext(G) > 1}
wynika, ze k > 1. Z definicji indeksu rozszerzalnosci w sensie Plummera grafu G wynika
dodatkowo, iz graf ten zawiera skojarzenie doskonale, wigc 3(G) = L|V(G)|. Zatem
na podstawie Twierdzenia 3.3.1, G jest grafem k-rozszerzalnym krawedziowo w sensie
Berge’a, czyli ext*(G) > k, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze ext*(G) < ext(G).
Ostatecznie A; = {G € Q: ext(G) > 1}, co nalezalo udowodnic.
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Wprost z definicji klas A; dla i = 1,2, 3,4 wynikaja nastepujace inkluzje
Whiosek 3.3.2. A; C Ay, Ay C A3 oraz Ay C A; dla kazdego i = 1,2, 3.

Z Przyktadu 2.1.3 (str. 17) oraz Wniosku 3.3.1 wynika, ze graf Ky, dlan > 1 nalezy do
klasy A; ale nie nalezy do klasy As, poniewaz K,, nie spelnia warunku koniecznego
k-rozszerzalnosci wierzchotkowej w sensie Berge’a (Wlasnosé 3.2.1, str. 45). Zatem
Ay # Ay

Z Twierdzenia 3.1.2 (str. 36) i Twierdzenia 3.2.2 (str. 47) wynika, ze graf Cy,y; dla
n > 3 nalezy do klasy Aj ale nie nalezy do klasy Ay, poniewaz Cy, 1 nie spehia
warunku koniecznego k-rozszerzalnosci w sensie Plummera (Wtlasnosé 2.1.1, str. 14).
Zatem A; # As.

Ponadto, latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego grafu G z réownosci Ext(G) = ext(G)

wynika nier6wnos¢ ext(G) > 1. Zatem z Wniosku 3.3.1 i Wniosku 3.3.2 wynika
Whiosek 3.3.3. A, = A, = A1 N As.

4
Z powyzszego wniosku otrzymujemy, ze J A; = A3 UA;3. Zatem A5 = Q— (A1 UA;) =
i=1
(Q—A)) U (22— A3). Z Wniosku 3.3.1 oraz z definicji klasy A3 mamy

Whiosek 3.3.4. A; ={Ge€Q: ext(G)=0 V Ezt(G) # ext*(G)}.

Przypomnijmy, ze Ext(L(G)) = ext*(G) (wzor (3.1), str. 46). Zatem graf G, dla ktore-
go L(G) = G nalezy do klasy As. Jezeli dodatkowo zatozymy, ze zachodzi nieréwnosé
ext(G) > 1, to z Wniosku 3.3.1 otrzymamy

Whiosek 3.3.5. {G€Q: L(G) =G} C Az oraz
{GeQ: LG=EGE AN ext(G)>1}C A,.

Zwiazki miedzy klasami A; dla i = 1,2, 3,4, 5 zostaly zinterpretowane na Rysunku 3.4
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Rysunek 3.4. Klasy grafow rozszerzalnych (n > 2).
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Rozdzial 4

Grafy rozszerzalne w sensie zbioréw prawie
doskonalych i1 zbioré6w doskonale

dominujacych

Przypomne, ze w pracy [8] autorzy pokazali, iz wyznaczenie mocy najmniejszego
1-maksymalnego zbioru prawie doskonatego jest problemem NP-zupelnym dla dowol-
nego grafu G. Podali jednak algorytm liniowy wyznaczajacy parametr n,(7") dla do-
wolnego drzewa T'. Natomiast M. R. Fellows i M. N. Hoover [10] wykazali, Ze ustalenie,
czy w grafie istnieje nietrywialny zbior doskonale dominujacy (autorzy uzywaja nazwy
“semiperfect dominating”) jest problemem NP-zupelym dla graféw planarnych. Dla-
tego wprowadzamy pojecie k-rozszerzalnosci w sensie zbioréw prawie doskonatych i
zbioréw doskonale dominujacych. W czesci pierwszej tego rozdziatu udowodnimy sze-
reg wlasnosci i lematow dotyczacych 1-maksymalnych zbioréw prawie doskonalych i
1-maksymalnych zbioréw doskonale dominujacych. Wyniki te zostana wykorzystane w
czesci drugiej tego rozdziatu poswieconej zaleznosciom miedzy rozszerzalnoscia grafu
w sensie zbiorow prawie doskonalych a rozszerzalnoscig grafu w sensie zbioréw do-
skonale dominujacych oraz w czesci trzeciej tego rozdziatu dotyczacej rozszerzalnosci

specjalnych klas grafow.
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4.1. Wtasnosci zbioréw prawie doskonalych i doskonale

dominujacych

Poniewaz definicje zbioréw prawie doskonatych i doskonale dominujacych oraz liczb z
nimi zwiazanych znajduja sie na poczatku pracy (str. 11,12) przypomnimy je, gdyz be-
dziemy z nich czesto korzystac¢ w tej czesci rozdziatu. Mowimy, ze podzbior S C V(G)
jest zbiorem prawie doskonalym w grafie G (krotko: np-zbiorem w grafie GG), jezeli kaz-
dy wierzcholtek u € V(G) — S ma co najwyzej jednego sasiada w zbiorze S ([5]). Zbior
S C V(@) nazywamy zbiorem doskonale dominujacym w grafie G (krotko: pd-zbiorem
w (), jezeli kazdy wierzcholek u € V(G) — S ma dokladnie jednego sasiada w zbio-
rze S ([5]). Np-zbior (pd-zbior) S w grafie G nazywamy l-maksymalnym np-zbiorem
(pd-zbiorem), jezeli dla dowolnego wierzchotka u € V(G) — S, zbior S U {u} nie jest
np-zbiorem (pd-zbiorem) w grafie G. Moc najmniejszego 1-maksymalnego np-zbioru
w grafie G oznaczamy przez n,(G), a 1-maksymalny np-zbiér mocy n,(G) bedziemy
nazywac n,(G)-zbiorem. 1-maksymalne np-zbiory oraz parametr n,(G) zostalty zdefi-
niowane w pracy [5]. Moc najmniejszego pd-zbioru w grafie G' oznaczamy przez v,(G),
jak w pracy [5]. Moc najmniejszego 1-maksymalnego pd-zbioru w grafie G oznaczamy
przez pq(G), a 1-maksymalny pd-zbior mocy py(G) bedziemy nazywaé pg(G)-zbiorem.

W pracy [8] udowodnione zostaly nastepujace wlasnosci zbioréw prawie doskonalych:

Witiasnosé 4.1.1. (J. E. Dunbar, F. C. Harris i inni [8])
Zbior prawie doskonaty S w grafie G jest 1-maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
wierzchotek uw € V(G) — S ma sgsiada v # u, v € V(G) — S, ktory jest sqsiedni z

doktadnie jednym wierzchotkiem zbioru S.

Wiasnosé 4.1.2. (J. E. Dunbar, F. C. Harris i inni [8])
Niech G bedzie drogq lub cyklem o co naymniej czterech wierzchotkach oraz niech S
bedzie podzbiorem zbioru wierzchotkow grafu G. Wowczas S jest 1-maksymalnym zbio-
rem prawie doskonatym w G wtedy i tylko wtedy, gdy
(1) podgraf indukowany przez zbior V(G) — S jest sumg roztaczng grafow Ko, oraz
(i1) kazdy wierzchotek zbioru V(G) — S ma w zbiorze S doktadnie jednego sqsiada.
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Wtasnosé 4.1.3. (J. E. Dunbar, F. C. Harris i inni [8])
Dla dowolnego grafu G, n,(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wierzchotek u €

V(G) taki, ze dla kazdego wierzchotka v # w istnieje droga diugosci dwa tgczgea u i v

w grafie G.

Wtasno$é 4.1.4. (J. E. Dunbar, F. C. Harris i inni [8])

Jezeli P, jest drogq o n wierzchotkach, to

[+2 dla n=23l,
ny(P) =< 14+1 dla n=3+1,
[4+2 dla n=3l+2.

Wtasno$é 4.1.5. (J. E. Dunbar, F. C. Harris i inni [8])

Jezeli C,, jest cyklem o n wierzchotkach, to

[ dla n =3I,
n,(Cp) =19 I +1 dla n=3l+1,
[+2 dla n=3l+2.

Przedstawie kilka wtasnosci opisujacych zwigzki miedzy 1-maksymalnymi zbiorami
prawie doskonatymi i 1-maksymalnymi zbiorami doskonale dominujacymi oraz miedzy

liczbami z nimi zwigzanymi.

Wtasno$é 4.1.6. Jezeli S jest 1-maksymalnym np-zbiorem doskonale dominujgcym

w grafie G, to S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G.

Dowéd. Niech S bedzie dowolnym 1-maksymalnym zbiorem prawie doskonatym,
krotko: np-zbiorem oraz zbiorem doskonale dominujacym, krotko: pd-zbiorem w grafie
G. Pokazemy, ze S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G. Z definicji 1-maksymal-
nego np-zbioru w grafie G wynika, ze dla kazdego wierzchotka v € V(G)—S, SU{u} nie
jest np-zbiorem w tym grafie. Stad wynika, ze dla kazdego wierzchotka v € V(G) — S
istnieje wierzcholek v € V(G) — (S U {u}), ktory ma wiecej niz jednego sasiada w
zbiorze SU{u}. Zatem SU{u} nie jest pd-zbiorem w grafie G dla kazdego wierzchotka
u € V(G)—S. To oznacza, ze S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G, co konczy

dowod.
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Wtlasnosé 4.1.7. Jezeli S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G, to S jest

1-maksymalnym np-zbiorem w grafie G.

Dowdd. Niech S bedzie dowolnym 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G. Udowod-
nimy, ze S jest 1-maksymalnym np-zbiorem w tym grafie. Z definicji 1-maksymalnego
pd-zbioru w grafie G wynika, ze dla kazdego wierzchotka u € V/(G)— S, SU{u} nie jest
pd-zbiorem w G. Stad wynika, ze dla kazdego wierzchotka u € V(G)— S istnieje wierz-
chotek v € V(G)— (SU{u}) taki, ze Ng(v)N(SU{u}) = 0 albo |[Ng(v)N(SU{u})| > 2.
Jezeli Ng(v) N (SU{u}) =0, to dla kazdego wierzchotka u € V(G) — S istnieje wierz-
chotek v € V(G) — S taki, ze uv ¢ E(G) oraz Ng(v) NS = (). Dlatego tez S nie jest
pd-zbiorem w grafie GG. To przeczy zalozeniu, ze S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem
w G. Zatem |Ng(v) N (S U{u})| > 2. Wowezas S U {u} nie jest np-zbiorem w grafie
G dla zadnego u € V(G) — S. W konsekwencji, S jest 1-maksymalnym np-zbiorem w

grafie G, co nalezato pokazac.

Wtlasno$é 4.1.8. Wszystkie wierzchotki wiszqce grafu G nalezg do kazdego 1-maksy-

malnego pd-zbioru w grafie G.

Dowo6d. Niech S bedzie dowolnym 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G oraz
niech u bedzie dowolnym wierzchotkiem wiszacym grafu G. Udowodnimy, ze u € S.
Przypusémy, ze u ¢ S. Wtedy istnieje doktadnie jeden wierzchotek v w grafie G, ktory
jest sasiedni z wierzchotkiem u. Poniewaz S jest pd-zbiorem w grafie G, to v € S oraz
Ng(u) — S = 0. Stad otrzymujemy S U {u} jest pd-zbiorem w G, co jest sprzeczne z

zalozeniem, ze S jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w G.

Wtlasno$é 4.1.9. Dia dowolnego grafu spojnego G o co nagmniej trzech wierzchotkach,
pa(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v,(G) =1 i §(G) > 2.

Dowod. Niech G bedzie grafem, w ktorym |V(G)| > 3. Zatozmy, ze py(G) = 1. Wtedy
7p(G) =1 (z definicji liczb pya(G) oraz ~,(G)). Wykazemy, ze 6(G) > 2. Przypusémy,
ze 6(G) < 2. Poniewaz G jest grafem spojnym, to §(G) = 1. Zatem w grafie G istnieje
wierzchotek wiszacy, powiedzmy u € V(G). Z Wtasnosci 4.1.8 wynika, ze u nalezy do
kazdego 1-maksymalnego pd-zbioru w grafie G. Jednak py(G) = 1, wiec zbior {u} jest
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pa(G)-zbiorem, tzn. G = Ky, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze |V(G)| > 3. Zatem
(G) > 2.

Zalozmy teraz, ze v,(G) = 1 oraz §(G) > 2. Pokazemy, ze py(G) = 1. Z zalozenia, ze
7p(G) = 1 wynika, iz istnieje pd-zbiér mocy 1 w grafie G, powiedzmy {u}. Zatem u
jest sasiedni z kazdym wierzchotkiem v zbioru V(G) — {u}. Poniewaz §(G) > 2, to dla
dowolnego wierzchotka v € V(G) — {u} istnieje wierzchotek w rozny od u, ktory jest
sasiedni z wierzcholtkiem u oraz z wierzchotkiem v w grafie G. W konsekwencji, {u, v}
nie jest pd-zbiorem w G dla zadnego wierzchotka v € V(G) — {u}, co oznacza, ze {u}

jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G, wiec py(G) = 1, co nalezato wykazac.

Wtlasnosé 4.1.10. Dla dowolnego grafu G, ps(G) = n,(G). Co wiecej, ps(G) = n,(G)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n,(G)-zbidr, ktory jest pd-zbiorem w grafie G.

Dowo6d. Udowodnimy, ze pg(G) > n,(G) dla dowolnego grafu G. Przypusémy, ze
pa(G) < n,(G). Wtedy istnieje 1-maksymalny pd-zbior w grafie G, powiedzmy S,
taki, ze |S| = pa(G) < n,(G). Z Wlasnosci 4.1.7 wynika, ze S jest 1-maksymalnym
np-zbiorem w grafie G, wiec |S| > n,(G), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze |S| <
n,(G). Zatem pya(G) > n,(G).

Zaltozmy, ze py(G) = n,(G). Pokazemy, ze w grafie G istnieje n,(G)-zbior, ktory jest
pd-zbiorem w tym grafie. Zauwazmy, ze r6wnos¢ pg(G) = n,(G) implikuje istnienie
pa(G)-zbioru, powiedzmy S, mocy n,(G). Zatem |S| = n,(G) oraz S jest pd-zbiorem
w grafie G. Dodatkowo, z Wtasnosci 4.1.7 wynika, ze S jest réwniez 1-maksymalnym
np-zbiorem w G. Zatem S jest n,(G)-zbiorem, ktory jest pd-zbiorem w grafie G.
Zalozmy teraz, ze istnieje n,(G)-zbior, ktory jest pd-zbiorem w grafie G. Zauwazmy,
ze aby wykaza¢, iz py(G) = n,(G) wystarczy pokaza¢, ze ps(G) < |S| = n,(G), gdyz
nier6wnosé py(G) > n,(G) zostata juz udowodniona dla dowolnego grafu G. Niech S
bedzie n,(G)-zbiorem, ktory jest pd-zbiorem w grafie G. Wtedy S jest 1-maksymalnym
np-zbiorem w G, S jest pd-zbiorem w G oraz |S| = n,(G). Z Wlasnosci 4.1.6 (str. 57)
otrzymujemy, ze S jest rowniez 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G. To oznacza,
ze pa(G) < |S] = n,(G), co koriczy dowdd.

Z Wtasnosci 4.1.2 (str. 56) wynika, ze w grafach P, i C, kazdy 1-maksymalny np-zbior

jest doskonale dominujacy. Z Wtasnosci 4.1.10 otrzymujemy
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Wiasnosé 4.1.11. py(FP,) = ny(F,) oraz ps(Cy) = n,y(Cy).

Z definicji 1-maksymalnego pd-zbioru w grafie G wynika, ze 7,(G) < pa(G). Korzy-
stajac z Wlasnosci 4.1.11, Wtasnosci 4.1.4 i Wtasnosci 4.1.5 (str. 57) oraz z definicji

grafow P, i C), nie jest trudno wykazaé

Wtlasnosé 4.1.12.

l dla  n =3I,
Vo(Pr) =

l+1 dla n#3l
oraz
[ dla n =3I,
Y(Cn) =pa(Cr) =4 1+1 dla n=3+1,
l4+2 dla n=3l+2.

Przypomne, ze symbol X[G1, Gy, ..., G,,] oznacza graf zwany X-zlaczeniem grafu X i
ciagu grafow spojnych (G, G, ...,Gy) dla n > 2 (definicja str. 12). Udowodnie serie
lematow dotyczacych zbioréw prawie doskonatych i doskonale dominujacych w grafie
X|[G1, Gy, ..., Gy oraz liczb z nimi zwiazanych zaktadajac, ze graf G; jest spojny oraz,
ze |V (G;)| > 2 dlakazdegoi = 1,2, ...,n. Udowodnione ponizej twierdzenia pomocnicze

beda wykorzystane do dowodow twierdzen zamieszczonych w czesci 4.3 tego rozdziatu.

Lemat 4.1.1. Niech X = P, lub X = C,, oraz V(X) = {x1,22,...,x,}. Zbior S C
V(X[G1, Gy, ..., Gy]) jest np-zbiorem w grafie X[G1, Ga, ..., Gy, ] wtedy i tylko wtedy, gdy
(1) |SNV(G;)| <1 dla kazdego i = 1,2,...,n oraz
(2) dla kazdych dwdch réznychi,j € {1,2,...,n} jezeli |SNV(G;)| = |SNV(G;)| =1,
to Nx[z;) N Nx[z;] =0, gdzie x;,z; € V(X).

Dowéd. Niech S bedzie podzbiorem wlasciwym zbioru V(X |[Gy, Gs, ..., G,]), gdzie
X = P, lub X = C,,. Zalozmy, ze S jest np-zbiorem w grafie X[G1, Ga, ..., G,].

Pokazemy, ze |S NV(G;)| < 1 dla kazdego i = 1,2, ...,n. Przypusémy, ze istnieje
i€ {1,2,...,n} takie, ze |[S N V(G;)| > 1. Wtedy istnieje i € {1,2,...,n} takie, ze
s1,82 € SNV(G;). Z definicji grafu X[Gq, Gy, ..., G,,] wynika, ze kazdy wierzchotek
zbioru V(Gii1) (i < n—1) albo V(G,_1) (i = n) jest sasiedni z wierzchotkami sy, $o
w grafie X[G1,Go,...,G,] (X = P, lub X = C,,).

Zalozmy, ze i = 1. Zauwazmy, ze jezeli V(G 1) — S # (), to S nie moze by¢ np-zbiorem

61



4.1. Whasnosci zbioréw prawie doskonatych i doskonale dominujacych

w grafie X[Gy, Go, ..., G,], co jest sprzeczne z zatozeniem. Skoro V(Gii1) — S =0, to
V(Gis1) C S. Poniewaz |V (G,y1)| > 2, to otrzymujemy réwniez, ze V(G;) C S oraz
V(Giyp) C S dla kazdego p = 2,3, ...,n —i. Zatem S = V(X[G1, G, ..., G,]), sprzecz-
nosc.

Zatozmy, ze 2 < i < n — 1. Wtedy, w analogiczny sposob jak dla ¢ = 1, otrzy-
mujemy V(G;) C S, V(Giq1) C S, V(Gigp) € S dla kazdego p = 2,3,...,n — i
Co wigcej, mozna zauwazy¢, ze V(G;—,) C S dla kazdego ¢ = 1,2,...,i — 1. Zatem
S =V(XI[Gy, Gy, ..., Gy)), sprzecznosc.

Zatozmy, ze ¢ = n. Wtedy, z tych samych powodéw co zbior V(Giyq) dla i = 1, zbior
V(G;—1) € S dla i = n. Analogicznie jak w przypadku 2 < i < n — 1, otrzymujemy
V(Gi—,) C S dla kazdego ¢ = 1,2, ...,i — 1. Zatem S = V(X[G1, Go, ..., G,]), sprzecz-
nosc.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze |[S N V(G;)| < 1 dla kazdego i = 1,2,...,n, co
koriczy dowod czesei (1) lematu.

Pokazemy teraz, ze dla kazdych dwoch réznych i, € {1,2,...,n} takich, ze
1SN V(G;)| = |SNV(G,)| = 1, musi zachodzi¢ rownos¢ Ny[z;] N Nx[z;] = 0, gdzie
z;,x; € V(X). Oznaczmy, {s;} = SNV(G;) oraz {s;} = SNV (G;). Przypusémy, ze
Nx|[z;] N Nx|[z;] # 0. Rozwazymy dwa przypadki

Przypadek 1. z;x; € E(X). Wtedy kazdy wierzcholek zbioru V(G;) jest sasiedni z
wierzchotkiem s; € SNV(G;). Poniewaz G; jest grafem spojnym, to istnieje wierzcho-
tek y € V(G;), ktory jest sasiedni z wierzchotkiem s;. Stad wynika, ze y posiada co
najmniej dwoch sasiadow w zbiorze S. Jezeli y ¢ S, to mamy sprzecznosé z zatozeniem,
ze S jest np-zbiorem w grafie X[G1, Gy, ...,G,]. Jezeli y € S, to [SNV(G;)| = 2, co
jest sprzeczne z udowodniona wezesniej nierownoscia |[S N V(G;)| < 1.

Przypadek 2. z;x; ¢ E(X). Wtedy istnieje wierzchotek z; € Nx(z;) N Nx(z;). Co
wiecej, kazdy wierzchotek zbioru V(G)) jest sasiedni z wierzchotkiem s, € S N V(G;)
oraz z wierzchotkiem s; € SNV(G;). Jezeli V(G,)— S =0, to V(G;) C SiV(G;) C S
itd. Zatem S = V(X[G4, Gy, ..., G,]), sprzecznosé. Jezeli V(G;) — S # 0, to w zbiorze
V(G,) — S istnieje wierzchotek, ktory jest sasiedni z wierzchotkami s;, s; € S, sprzecz-
nosc.

Z rozwazanych przypadkow wynika wiec, ze Nx[z;] N Nx|[x;] = 0, co koriczy dowod
czesei (2) lematu.

Zatozmy, ze S jest podzbiorem zbioru V(X[G, G, ...,G,]) spehiajacym waru-
nek (1) i (2). Pokazemy, ze S jest np-zbiorem w grafie X[Gy,Go,...,G,]. Niech z €
V(X[G1,Ga, ..., G,]) — S. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze z € V(G)), gdzie 1 <1 < n.
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Z definicji X-zlaczenia wynika, ze Nx(g, cs.,..c.(2) = N (2) UV(Gi—1) UV (Giya).
Zatem Nx(c, Go,..c0(2) NS = (V(Gi—1) UV(G) UV (Giyq)) NS, Ale dla dowolnych
dwoch réznych i,j € {1,2,...,n} takich, ze |SNV(G;)| = [SNV(G,)] = 1 mamy
Nx[z;] N Nx[z;] = 0, gdzie x;,2; € V(X), co wynika z przyjetego zalozenia. Stad
,,,,, c(2)NS = Ng, ,(2) NS lub Nx(g, Gs,...c.(2) NS = Ng,(2) NS
lub Nxia,,as....ca)(2) NS = Ng,,,(2) NS. Poniewaz |S N V(Gi)| < 1 dla kazdego

¢ (2) NS| <1, co oznacza, ze S jest np-zbiorem w grafie

.....

wynika, ze Nx(a,,a,

7 = 1’2,.. n, to ‘NX[GH G2

,,,,,

X[G1, Gy, ..., G, 1 konezy dowod lematu.

Wnhniosek 4.1.1. Niech X = P, lub X = C,, oraz V(X) = {1, 29, ..., x,}. Jezeli
S C V(X|[Gy,Gs,...,G,)) oraz S jest pd-zbiorem w grafie X[G1,Ga, ..., G,], to
(1) |1SNV(G)| <1 dla kazdego i = 1,2, ...,n oraz
(2) dla kazdych dwdch réznych i,j € {1,2,....,n} jezeli |SNV(G;)| = |SNV(G,)| = 1,
to Nx[z;) N Nx[z;] =0, gdzie x;,x; € V(X) oraz
(3) dla kazdego i =1,2,...,n jezeli |[SNV(G;)| =1, to 7,(G;) = 1.

Dowdd. Zalozmy, ze S jest zbiorem doskonale dominujacym w grafie X [Gy, Go, ..., G,,].
Poniewaz kazdy zbiér doskonale dominujacy jest zbiorem prawie doskonatym w dowol-
nym grafie, wiec z Lematu 4.1.1 wynika warunek (1) i (2). Pozostaje wykaza¢ warunek
(3). Zalozmy, ze S NV (G;) # 0. Niech s; € SNV(G;). Wtedy [SNV(G;)| = 1
oraz SNV (G;i—1) = SNV (Giy1) = 0, na podstawie warunkow (1) i (2). Zatem {s;}
jest pd-zbiorem w grafie G;, gdyz w przeciwnym wypadku S nie bylby pd-zbiorem w
X[G1,Go,...,G,] (X = P, lub X = C,,). Tak wiec v,(G;) = 1.

Lemat 4.1.2. Jezeli w grafie X istnieje wierzchotek uniwersalny, to

np(X[Gh G27 ) Gn]) =L

Dowo6d. Niech x; bedzie wierzchotkiem uniwersalnym grafu X, tzn. Nx(z;) =n — 1.
Niech w bedzie dowolnym wierzchotkiem zbioru V(G;). Z Wlasnosci 4.1.3 (str. 57)
wynika, ze aby udowodnié¢ teze lematu wystarczy pokazaé, iz dla kazdego wierzchot-
ka v # w, v € V(X[Gy,Gy,...,G,)) istnieje droga diugosci dwa miedzy w i v w
grafie X[Gy,Go,...,G,]. Poniewaz G; jest grafem spojnym, w ktorym |V (G;)| > 2,
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to istnieje wierzchotek w' € V(Gy) taki, ze ww' € E(X[Gi,G,...,G,]). Z defini-
cji grafu X[Gy, Gy, ...,G,] wynika, ze wierzcholek w jest sasiedni z kazdym wierz-
chotkiem zbioru V(X|G1,Gs,...,G,]) — V(G;), gdyz x; jest wierzcholkiem uniwer-
salnym grafu X. Zatem jezeli v € V(X[Gy, Gy, ...,Gy]) — V(Gj), to istnieje droga:
v—w' —w miedzy v iw w grafie X[G1, Go, ..., Gy]. Jezeli v € V(G,), to istnieje droga:
v—y—w w grafie X[Gy,Go,...,G,], gdzie y jest dowolnym wierzchotkiem zbioru
V(X[G1, Gy, ..., Gy]) — V(G,). Ostatecznie, dla kazdego wierzchotka v # w istnieje
droga dtugosci dwa laczaca v i w w grafie X[G1, Go, ..., G,], co konezy dowdd.

o
Whiosek 4.1.2. n,(K,[G1, G, ...,G,]) =1 dlan > 2 oraz
np(Wn_l[Gl, GQ, ceey Gn]) =1dlan = 4, gdZZ@ Wn—l = Kl + Cn—l-
Uwaga 4.1.1. Mozna zauwazy¢, ze jezeli n,(X[Gy,Ga,...,Gy]) = 1, to nie zawsze

istnieje wierzchotek uniwersalny w grafie X. Jezeli na przyktad, X jest grafem Pj, to
wowcezas n,(Py[G1, Ga, Gs, G4]) = 1 ale w drodze Pj nie istnieje wierzcholek uniwer-

salny.

Lemat 4.1.3. Niech V(X)) = {x1, 29, ..., x,}. Wowczas ps(X |Gy, Ga, ..., Gy,]) = 1 wte-
dy i tylko wtedy, gdy istnieje i € {1,2,...,n} takie, zZe x; jest wierzchotkiem uniwersal-

nym grafu X oraz v,(G;) = 1.

Dowéd. Zalozmy, ze pg( X |Gy, ..., Gy]) = 1, co jest rownowazne, na podstawie Wtasno-
Sci 4.1.9 (str. 58), z faktem ze 7,(X[G1, Ga, ..., G,]) = 1 oraz §(X[Gq, ..., G,]) > 2. Po-
niewaz v,(X|[G1, Ga, ..., G,]) = 1, to w grafie X[G4, Gs, ..., G,,] musi istnie¢ wierzchotek
uniwersalny y; € V(G;) dla pewnego i € {1,2,...,n}. Stad wynika, ze 7,(G;) = 1. Po-
zostaje pokazacé, ze x; jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu X. Przypusémy, ze x; nie
jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu X. Woéwczas istnieje wierzcholek x; # x;, ktory
nie jest sasiedni z z; w grafie X. Z definicji grafu X |Gy, Go, ..., G,| wynika, ze w grafie
X|[Gy, Gy, ...,Gy] nie ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami zbiorow V(G;) i V(G)).
To przeczy zalozeniu, ze y; jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu X[Gq, Ga, ..., G,].
Zatem wierzchotek x; jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu X.

Zalozmy teraz, ze istnieje i € {1,2,...,n} takie, ze z; jest wierzcholkiem uniwersal-
nym grafu X oraz v,(G;) = 1 = [{z}]. Wtedy v,(X[G1,Ga, ...,G,]) = {z}| = 1. Z

64



4.1. Whasnosci zbioréw prawie doskonatych i doskonale dominujacych
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definicji grafu X[Gy, Gy, ..., Gy| otrzymujemy, ze degx(c, cs,..c.(2) = 2 dla kazdego
wierzchotka z € V(G;). Poniewaz dla kazdego j € {1,2,...,n} G, jest grafem spéjnym
oraz |V (G;)| = 2, to kazdy wierzcholek ze zbioru V' (G;) ma w tym zbiorze co najmniej
jednego sasiada. Dlatego tez, kazdy wierzcholek spoza zbioru V(G;) ma co najmniej
dwoch sasiadow w zbiorze V(X[Gy,Ga, ..., Gy)). Zatem 6(X[G1, G, ...,Gy]) > 2. Z
Wtasnosci 4.1.9 (str. 58) wynika, ze v,(X[G1, Go, ..., G,]) = 1, co nalezalo pokazaé.

Lemat 4.1.4. Niech X = P, lub X = C,, dlan > 2. Wtedy

np(X[Gl,Gg, P Gn]) =

[ dla  n =5l
[4+1 dla pozostatych n > 2.

Dowoéd. Przeprowadzimy dowod tylko dla X = P,, gdyz dowoéd w przypadku X = C,,
jest analogiczny. Jezeli n = 2, 3, to graf X zawiera wierzchotek uniwersalny i z Lematu
4.1.2 otrzymujemy n,(P,[G1, G2, ..., Gy]) = 1. Jezeli n = 4, to n,(P,[G1, Ga, ..., Gy]) =
{z}| = 1 dla dowolnego wierzchotka x € V(Gy) U V(G3). Niech n > 5. Bez straty
ogodlnosci mozliwe sa cztery przypadki

Prazypadek 1. n = 51, 1 > 1. Pokazemy, ze zbior S; = {y%,¢4%,¢4%,....y" %} C
V(P5[Gy, Ga, ..., G51]), gdzie ' jest dowolnym wierzchotkiem zbioru V(G;) dla kazdego
i=3,8,13,...,5l—2, jest 1-maksymalnym np-zbiorem w grafie Px[G1, G, ..., G5]. Z Le-
matu 4.1.1 wynika, ze S jest np-zbiorem w grafie Ps[G1, G, ..., G5]. Wystarczy zatem
pokazac, ze dla dowolnego wierzchotka y € V(P5[G1, Ge, ..., G5]) — S istnieje wierz-
chotek z € V(P5[G1, Ga, ..., G5]) — St — {y} taki, ze yz € E(P5[G1, Ga, ..., G5]) oraz
INpyiG1,Go,onGsr] (2)NS1] = 1 (Whasnosé 4.1.1, str. 56). Z definicji grafu Py [G1, G, ..., G5
wynika, ze kazdy wierzcholek zbioru V(Gi455), gdzie j = 0,1,...,1 — 1 jest sasiedni w
grafie Py|G1, G, ..., G5 z kazdym wierzchotkiem y?*% € V(Gays;), dla ktorego

-----

wiecej, ze spojnosci grafu G; dla kazdego i = 1, 2, ..., n otrzymujemy, ze kazdy wierzcho-
tek zbioru V(Gays;) dlaj = 0,1, ..., 1—1 jest sasiedni w grafie P5[G4, G, ..., G5 z pew-
nym wierzcholkiem yoy5; € V(Gays;). Dodatkowo, z definicji grafu Py[Gy, G, ..., Gsl,

.....

V(Gaysj), gdzie j = 0,1,...,1 — 1 jest sasiedni w grafie P5[G1,Go, ..., G5 z pewnym
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77777

Stad wynika, ze S; jest l-maksymalnym np-zbiorem w grafie Py |Gy, Gs, ..., G5] mo-
cy . Zatem n,(Ps[Gy1,Ga,...,G5]) < 1. Jezeli [ = 1 (tzn. n = 5), to oczywiscie
ny(Ps[G1, ..., Gs]) = 1. Zalozmy, ze | > 2. Przypusémy, ze n,(Ps[G1, Go, ..., G5]) < L.
Wtedy istnieje 1-maksymalny np-zbior w grafie Py[G1, G, ..., G|, powiedzmy S, ta-
ki, ze |S| < I — 1. Skoro S jest np-zbiorem w grafie P5|G1,Gs,...,G5l, to z Lematu
4.1.1 wynika, ze |S N V(G;)] < 1 dla i = 1,2,...,5l. Stad wynika, ze S = {s, €
V(Py[Gy1,Ga,....Gyl): SNV(Gi,) = {sp}}, gdzie p = 1,2,...,m. Co wiecej, skoro
S jest l-maksymalnym np-zbiorem w grafie P5[G1,Go, ..., G5, to z Wlasnosci 4.1.1
(str. 56) wynika, ze dla kazdego wierzchotka u € V(P5[G1, Ga, ..., G5]) — S istnieje w
grafie Py[G1, Gy, ..., G| droga diugosci dwa taczaca wierzcholki u i s, dla pewnego
p € {1,2,...,m}. Ponadto, z definicji grafu Ps[G1, G, ..., G5] wynika, ze dla ustalo-
nego p istnieje droga dlugosci dwa laczaca wierzchotki u i s, wtedy i tylko wtedy,
gdy u € V(G;,) oraz i, — i| < 2. Oznacza to, ze dla ustalonego p, u jest dowolnym
wierzchotkiem jednego z 5 grafow G, z ciagu (G, Gy, ..., Gs). Poniewaz |S| <1 —1,
to u jest dowolnym wierzchotkiem jednego z 5(I — 1) grafow z ciagu (Gy, G, ..., Gy).
Poniewaz 5(1 — 1) < 5l, to w ciagu (G, Ga, ..., G istnieja grafy, w ktorych zaden
wierzchotek nie jest polaczony droga dlugosci dwa w grafie Ps[G1, G, ..., Gy z zad-
nym wierzchotkiem ze zbioru S. Oznacza to, ze S nie jest 1-maksymalnym np-zbiorem
w grafie P5[G1, G, ..., G5], co wynika z Wtasnosci 4.1.1 1 jest sprzeczne z zatozeniem.
Zatem n,(P5[Gh,Ga,...,Gy)) > 1 dlal > 2.

Ostatecznie n,(Ps5 |Gy, G, ...,G5)) =1 dlal > 1.

Praypadek 2. n = 5141, 1 > 1. Oznaczmy, Sy = S1U{y** 1} C V(Psi31[Gy, -, Gsi41))
gdzie y' jest rowniez dowolnym wierzchotkiem zbioru V (G;) dla i = 5] + 1. Zauwazmy,
ze |Ss| = 1+ 1. W analogiczny sposob jak w Przypadku 1 mozna pokazaé, ze Sy jest
Ny (Psi+1]G1, Ga, ..., Gi5141])-zbiorem.

Przypadek 3. n = 5142, 1 > 1. Oznaczmy, Sz = S1U{y* 2} C V(Psi42]Gy, ..., Gs142))
gdzie y' jest rowniez dowolnym wierzchotkiem zbioru V (G;) dla i = 51 + 2. Zauwazmy,
jak poprzednio, ze |S3| = [ 4 1 oraz S5 jest n,(Psi42[G1, Ga, ..., G5142])-zbiorem.

Przypadek 4. n = 5l + 3 lub n = 50 4+ 4, | > 1. Bez straty ogo6lnosci rozwazan,
niech n = 5] + 3 oraz niech Sy = S; U {¢*"3} C V(P5.3[G1, Ga, ..., Gsi43]), gdzie
y' jest rowniez dowolnym wierzchotkiem zbioru V(G;) dla ¢ = 51 + 3. Zauwazmy, jak
wezesniej, ze |Sy| = 141 oraz, ze Sy jest n,(Psi43[G1, Ga, ..., G5i43])-zbiorem, co konczy

dowdd lematu.
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Symbolem {p4(P,[G1, ..., Gy]) }nen—q1} bedziemy oznaczaé zbior wszystkich mozliwych
liczb pq(P,[Gh, ..., G,]) dla dowolnego ciagu grafow (G, G, ...,Gy) i drogi P, gdzie
n > 2.

Lemat 4.1.5. {pd(Pn[Gla ~-~7Gn])}n€N7{1} = {LgJ, L%J + 1, i |V(Gk)|}

k=1
Dowo6d. Nietrudno zauwazy¢, ze dla n = 2 mamy py(FP2[G1, Ga]) = 1, gdy 7,(G1) =1
lub 7,(G2) = 1, a w przeciwnym wypadku py(P[G1, Go]) = |[V(G1)| + [V (G2)|.

Niech n > 3. Rozwazymy przypadki

Niech n =3l (I > 1) oraz dla kazdego ¢ =0,1,2,....,1 — 1, 7,(G243;) = 1. Wowczas
|2] = I. Pokazemy, ze zbior S; = {y*,¢°, °, Sy C V(PG Gy, .., Gyy), gdzie
y' jest wierzchotkiem uniwersalnym grafu G; dla kazdego i = 2,5,8,...,3l — 1, jest
I-maksymalnym pd-zbiorem w grafie Py [G1, Gs, ..., G3]. Nie trudno sprawdzi¢, ze Sy
jest pd-zbiorem w grafie Py[G1, G5, ..., Gg]. Dodatkowo, dla kazdego wierzchotka u €
V(P3|Gy, G, ..., G3]) — Sy istnieje wierzchotek v € V(Py[Gy, Go, ..., Gg]) —S1 16zny od
u taki, ze uv € E(Py|Gy, Ge, ..., Gy, co wynika z definicji grafu Py [G1, G, ..., G3]. Co
wiecej, wierzcholtek v ma w grafie Py |Gy, Go, ..., G3] doktadnie jednego sasiada naleza-
cego do zbioru Sy, gdyz S jest pd-zbiorem w grafie Py [G1, Go, ..., G3]. Z powyzszych
faktow wynika, ze dla kazdego wierzchotka u € V(Py[G1,Ga,...,Gg)) — S istnieje
wierzchotek v € V(Py[G1, Ga, ..., Gg1]) — S taki, ze [Npycy.co,...cq (V)N (S1U{u})| = 2.
Zatem S] jest l-maksymalnym pd-zbiorem w grafie Py[G1,Go, ..., Gg]. Stad wynika,
ze pa(Py[G1, Ga, ..., G3]) < |S1] = . Przypusémy, ze pqs(Py[G1, Ga, ..., G3]) < 1. Wow-
czas istnieje 1-maksymalny pd-zbior w grafie Py |Gy, Ga, ..., Gg], powiedzmy S, mocy
co najwyzej [ — 1. Z definicji grafu Py[Gy, Ge, ..., G3] wynika, ze zbiér S jest zbiorem
doskonale dominujacym tylko w podgrafie grafu Py [G1, G, ..., G| indukowanym przez
zbior, do ktorego naleza wierzchotki z co najwyzej 2(1 — 1) +1 — 1 = 3] — 3 grafow
ciagu (G1, Gy, ..., Gg). Zatem S nie jest pd-zbiorem w Py [G1, Ga, ..., G|, sprzecznosc.
Oznacza to, ze py(P,[G1, G, ..., Gy]) = [5] dlan =3l (I > 1).

Niechn # 31 (I > 1) oraz dlakazdegoi = 0,1, ..., 1, 7,(G143;) = 1lub 7,(G,—3;) = 1.
Woéwezas n = 3l + 1 lub n = 3l + 2 oraz 5| + 1 = [ + 1. Oznaczmy, Sy =
{yt, vt y7, ., 3} oraz Sy = S;U{y 2} gdzie i jest rowniez wierzcholkiem uniwer-
salnym grafu G; dla kazdegoi = 1,4, 7, ..., 3l+1, 3|+ 2. Zauwazmy, ze |Sz| = |S3] = [+1
oraz, jak w przypadku n = 3l, Sy 1 S3 sa pa(P,[G1, G, ..., Gy])-zbiorami odpowiednio
dlan = 3l+1in = 3142. Oznacza to, ze py(P,[G1, Gy, ..., Gy]) = | 5] +1dlan = 31+1
in=314+2(>1).

Zalozmy, ze n = 31 (I > 1) oraz istniejei € {0,1,...,I—1}, dla ktorego v,(Gai3:) # 1
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albon =31+ 1 (I > 1) oraz istnieje j € {0,1,...,1}, dla ktorego 7,(G1435) # 1 albo
n =342 (I > 1) oraz istnieje k € {0, 1, ..., [}, dla ktorego v, (G,—s1) # 1. Zauwazmy, ze
w kazdym z wymienionych trzech przypadkow jezeli istnieje wlasciwy 1-maksymalny
pd-zbior S w grafie P,[G1,Gs,...,G,] to, S jest pd-zbiorem w P,[G1,Gs,...,G,|. Z
Whiosku 4.1.1 wynika, ze:

(1) dla kazdego i = 1,2,...,n [SNV(G;)| < 1,

(2) dla kazdych dwoch roznych 4,5 € {1,2,...,n} jezeli [SNV(G;)| = |SN(G;)| =1,
to Nx[z;] N Nx[z;] =0, gdzie x;, z; € V(X) oraz

(3) dla kazdego i = 1,2,...,n jezeli |SNV(G;)| =1, to 1,(V(G;)) = 1.

Z wlasnosci (1)-(3) wynika, ze jedynym pd-zbiorem w grafie P,[G1, Go, ..., G| jest caly

n

zbior wierzchotkow tego grafu. Oznacza to, ze py(P,[G1, Ga, ..., Gy]) = Z [V (Gg)|. To
k=1
konczy dowod lematu.

Oznaczmy, {pi(Cr[G1, ..., Gu]) nen—{1,2y zbior wszystkich mozliwych liczb
pa(CrlGh, ..., G,]) dla dowolnego ciagu grafow (G1, Ga, ..., G,,) i cyklu C,,, gdzie n > 3.

Lemat 4.1.6. {pq(C,[G1,...,Gp]) bnen—q12y = {ng,g V(Gp)l}-

Dowéd. Zatozmy, ze n = 31 (I > 1) oraz istnieje j € {1,2,...,n} takie, ze dla kazdego
i =0,1,....1, %(Gjy3:) = 1. Wowezas [ 5] = . Bez straty ogdélnosci rozwazaii, niech
J = 2. Uzywajac tych samych argumentow co w czesci pierwszej dowodu Lematu 4.1.5
mozna pokazaé, ze zbior S = {32, 9°, 9%, ..., 471}, gdzie y' jest wierzcholtkiem uniwer-
salnym grafu G; dla kazdego i = 2,5,8, ..., 3l — 1, jest pa(C3[G1, ..., Gg|)-zbiorem oraz,
ze pa(Cs|Gr, ..., Gyl) = L.

Poniewaz w pozostatych przypadkach dowod przebiega analogicznie jak dowod Le-

matu 4.1.5 dlatego zostal pominiety.

W pracy [22] udowodnione zostaly wlasnosci zbiorow prawie doskonalych w grafach
X! G, L, G; dlan =2, aw przyjetej do druku pracy [26] dla n > 2. Przypomne
definicje tych graféw. Niech n > 2. Uogélnionym produktem kartezjanskim grafow

Gi,...,G, nazywamy graf X' | G;, w ktorym V(X G;) = V(Gy) x --- x V(G,) =
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4.2. Zaleznosci miedzy rozszerzalnoscia grafu w sensie np-zbioréw i pd-zbioréw

XM\ V(G;) oraz (21, ..oy ) (Y1, oy yn) € E(X,Gy), jezeli istnieje j € {1,2,...,n} ta-
kie, ze r;y; € E(G;) i z; = y; dla i # j. Zauwazmy, ze X ,G; = (XIZ'Gy) x G,,.
Uogoélnionym silnym produktem grafow G, ..., G, nazywamy graf Q' , G;, w ktorym
VIQ X ,Gi) = V(Gy) x --- x V(G,) = X, V(G;) oraz (21, ..., Tp) (Y1, -y Yn) €
E(Q®!, G;), jezeli (x1,...;xn) (Y1, ..y yn) € E(XI,G;) lub jezeli z;y; € E(G;) dla
i = 1,2,...,n. Zauwazmy, ze @I, G; = (QI G;) ® G,. Gléwne rezultaty zawarte
w wyzej wymienionych pracach (|22], [26]) podaja warunek konieczny i wystarczajacy
na to aby zbior S = X S;, gdzie S; C V(G;), wierzchotkow grafu X' ,G; oraz

»,G; dlan > 2 byl 1-maksymalnym np-zbiorem w tym grafie. Z takiej charak-
teryzacji 1-maksymalnych np-zbioréw wynikaja oszacowania liczby n, (X! ,G;) oraz

n,(Q, Gi) wyrazone za pomoca liczb n,(G;) lub a(G;).

4.2. Zaleznosci miedzy rozszerzalnoscig grafu w sensie zbioréw
prawie doskonalych a rozszerzalnosciag grafu w sensie

zbioréw doskonale dominujacych

Przypomne definicje graféw k-rozszerzalnych w sensie zbioréw prawie doskonalych
(krotko: k-np-rozszerzalnych) i k-rozszerzalnych w sensie zbioréw doskonale dominu-
jacych (krotko: k-pd-rozszerzalnych). Niech n,(G) # |V (G)| oraz niech k bedzie liczba
calkowita taka, ze 1 < k < n,(G) — 1. Wowezas graf G nazywamy k-rozszerzalnym
w sensie zbiorow prawie doskonaltych, jezeli kazdy k-elementowy np-zbiér mozna roz-
szerzy¢ do n,(G)-zbioru. Niech py(G) # |V (G)| oraz niech k bedzie liczba caltkowita
taka, ze 1 < k < pqs(G) — 1. Mowimy, ze graf G jest k-rozszerzalny w sensie zbio-
row doskonale dominujacych, jezeli kazdy k-elementowy pd-zbiér mozna rozszerzy¢ do
pa(G)-zbioru. Nie trudno zauwazy¢, ze jezeli G jest grafem k-np-rozszerzalnym, to G
nie musi by¢ grafem (k + 1)-np-rozszerzalnym. Nie trudno rowniez zauwazy¢, ze jezeli
G jest grafem k-pd-rozszerzalnym, to G nie musi by¢ grafem (k — 1)-pd-rozszerzalnym
ani grafem (k + 1)-pd-rozszerzalnym. Rzeczywiscie, jezeli G = Py, to G jest grafem
1-np-rozszerzalnym oraz 3-pd-rozszerzalnym ale G nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym,
2-pd-rozszerzalnym ani 4-pd-rozszerzalnym. Ponizsze twierdzenie podaje relacje mie-
dzy k-rozszerzalnoscia w sensie zbioréw prawie doskonatych (k-np-rozszerzalnoscia) i

k-rozszerzalnoscia w sensie zbioréw doskonale dominujacych (k-pd-rozszerzalnoscia,).
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Twierdzenie 4.2.1. Niech G bedzie grafem spetniajgcym warunksi:
(1) kazdy n,(G)-zbior jest doskonale dominujecy w G oraz
(2) istnieje zbior doskonale dominujacy w G mocy k.
Jezeli G jest grafem k-rozszerzalnym w sensie zbiorow prawie doskonatych, to G jest

grafem k-rozszerzalnym w sensie zbiorow doskonale dominujgcych.

Dowdéd. Niech G bedzie grafem k-np-rozszerzalnym spehiajacym warunki (1)-(2)
oraz niech S C V(G) bedzie dowolnym pd-zbiorem mocy k w tym grafie. Wowczas S
jest np-zbiorem w grafie G oraz |S| = k. Z zalozenia, ze graf G jest k-np-rozszerzalny
wynika, ze istnieje n,(G)-zbior, powiedzmy S, taki, ze 5" D S. Co wiecej, 5" jest
l-maksymalnym np-zbiorem w grafie G oraz |S'| = n,(G). Z warunku (1) oraz z
Wtasnosci 4.1.6 (str. 57) wynika, ze S’ jest 1-maksymalnym pd-zbiorem w grafie G.
Z Wtasnosci 4.1.10 (str. 59) wynika dodatkowo, ze ps(G) = n,(G). Zatem S’ jest
pa(G)-zbiorem oraz S C S’. To oznacza, ze graf G jest k-pd-rozszerzalny, co konczy

dowod.

Przypomnijmy, ze En,(G) = mazx{k: G jest k-np-rozszerzalny} oraz Ep.(G) =

max{k: G jest k-pd-rozszerzalny}. 7 Twierdzenia 4.2.1 wynika zwiazek pomiedzy

liczbami rozszerzalnosci En,(G) i Epq(G).

Wniosek 4.2.1. Niech En,(G) = k i niech graf G spetnia warunki (1) ¢ (2) z Twier-
dzenia 4.2.1. Wowczas Epy(G) > Eny(G).
Przedstawie teraz rezultaty dotyczace zwiazku miedzy k-rozszerzalnoscia i (k—1)-rozsze-

rzalnodcia w sensie zbioréw prawie doskonatych.

Obserwacja 4.2.1. Jezeli G jest grafem k-np-rozszerzalnym dla k > 2, to istnieje

zbior prawie doskonaty mocy k — 1 w tym grafie.

Dowéd. Zalozmy, ze w grafie G nie istnieje np-zbior mocy k — 1 (k > 2). Pokazemy,
ze G nie jest grafem k-np-rozszerzalnym. 7 zalozenia wynika, ze zaden podzbior S
zbioru wierzchotkow grafu G' mocy k — 1 nie jest np-zbiorem w grafie G. Oznacza to,
ze S C V(G), gdyz V(G) jest np-zbiorem w grafie G. Jezeli |V(G) — S| =1 = {u}, to
|SU{u}| = |V(G)| = k. Poniewaz graf k-np-rozszerzalny jest zdefiniowany dla liczby
catkowitej k takiej, ze 1 < k < [V(G)| — 1, to G nie jest grafem k-np-rozszerzalnym,
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gdy |[V(G)—=S| =1 = {u}. Niech |V (G)— S| > 2. Z zalozenia, ze S nie jest np-zbiorem
w grafie G oraz z definicji np-zbioru wynika, ze dla kazdego wierzchotka u € V/(G)— S,
|Ng(u) N S| > 2. Skoro |[V(G) — S| > 2, to dla kazdego wierzchotka u € V(G) — S
istnieje wierzcholek v € V(G) — (S U {u}) taki, ze |Ng(v) N (S U{u})| > 2. Zatem
S U {u} rowniez nie jest np-zbiorem w grafie G. Poniewaz |S U {u}| = k, to z uwagi
na dowolnos¢ wyboru podzbioru S C V(G) mocy k — 1 wnioskujemy, ze w grafie G
nie istnieje np-zbidér mocy k. Stad wynika, ze G nie jest grafem k-np-rozszerzalnym

rowniez, gdy |V (G) — S| > 2, co koriczy dowod.

Twierdzenie 4.2.2. Jezeli G jest grafem k-np-rozszerzalnym dla k > 2, to G jest

grafem (k — 1)-np-rozszerzalnym.

Dowod. Niech G bedzie grafem k-np-rozszerzalnym (k > 2). Z Obserwacji 4.2.1
wynika, ze w grafie G istnieje np-zbiér mocy k — 1. Niech S C V(G) bedzie dowolnym
np-zbiorem mocy k — 1 w grafie G. Z zalozenia, ze G jest grafem k-np-rozszerzalnym
wynika, ze n,(G) > k. Zatem |S| = k — 1 < n,(G). Stad otrzymujemy, ze zbior S
nie jest 1-maksymalnym np-zbiorem w grafie G. Z definicji 1-maksymalnego np-zbioru
wynika, ze istnieje wierzchotek u € V(G) — S taki, ze zbior S U {u} jest np-zbiorem w
grafie G. Poniewaz graf G jest k-np-rozszerzalny i |SU{u}| = k, to istnieje n,(G)-zbior,
powiedzmy S’, taki, ze S" O S U {u}. Zatem G jest grafem (k — 1)-np-rozszerzalnym,

co nalezato wykazac.

Nastepujacy rezultat mozna udowodni¢ stosujac te sama technike dowodzenia jak w

dowodzie Twierdzenia 4.2.1

Twierdzenie 4.2.3. Jezeli G jest grafem k-pd-rozszerzalnym dla k > 2 oraz istnieje
2bidr doskonale dominujgcy w G mocy k—1, to G jest grafem (k—1)-pd-rozszerzalnym.

Zauwazmy, ze jezeli w grafie G istnieje wierzchotek uniwersalny, to graf G zawiera

jednowierzchotkowy pd-zbiér. Twierdzenie 4.2.3 pozwala wnioskowaé, ze

71
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Whiosek 4.2.2. Jezeli graf G jest grafem 2-pd-rozszerzalnym i zawiera wierzchotek

uniwersalny, to G jest grafem 1-pd-rozszerzalnym.

4.3. Rozszerzalno$é grafow: P,, C,, P,[G1,...G,], C,|G1, ...G,)]

Twierdzenia zamieszczone w tej czedci Rozdziatu 4 beda dotyczy¢ rozszerzalnosci w
sensie zbiorow prawie doskonalych i rozszerzalnosci w sensie zbioréw doskonale do-
minujacych grafow: P,, C,, P,[G1,Gs,...G,], C,[G1,Gs,...G,] gdzie G; jest grafem
spojnym o co najmniej dwoch wierzchotkach dla kazdego © = 1,2, ..., n. Z Twierdzenia
4.2.2 (str. 70) wynika

Whiosek 4.3.1. En,(G) = k wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba catkowita

k> 1, ze graf G jest k-np-rozszerzalny i nie jest (k + 1)-np-rozszerzalny.

Powyzszy wniosek postuzy do wyznaczenia liczby np-rozszerzalnosci grafu P, oraz C,.
Poniewaz graf k-np-rozszerzalny G jest zdefiniowany dla liczby catkowitej k takiej, ze
1 < k < ny(G) — 1, gdzie n,(G) # |V(G)|, to bedziemy rozwazaé takie grafy G, w

ktorych spetniony jest warunek
2 < n,(G) < |V(G)]. (4.1)

Dla G = P, lub G = C,, warunek (4.1) oznacza, ze n > 4 (Wlasnosé¢ 4.1.4, Wlasnosé
4.1.5, str. 57). Jezeli G = P,[G1,Gs,...G,] lub G = C,[G4, Gs, ...G,], to warunek (4.1)
jest spetniony dla n > 6 (Lemat 4.1.4, str. 64).

Twierdzenie 4.3.1. En,(F,) =1 dlan = 3l orazl > 2. Dla pozostatych n > 4 droga

P, nie jest grafem k-rozszerzalnym w sensie zbiorow prawie doskonatych dla k > 1.

Dowéd. Niech V(P,) = {p1,p2,...,pn} dla n > 4. Zalézmy, ze n = 3l. Najpierw
pokazemy, ze Py jest grafem 1-np-rozszerzalnym jezeli [ > 2, tzn. wykazemy, ze kazdy
wierzcholek grafu Py nalezy do pewnego n,(Ps)-zbioru. Utworzmy zbiory:

So={p; € V(Py): i=0mod 3}U{p1,pa},
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S1={pi € V(P3): i=1mod 3} U {p3_1,p3} oraz

SZ' = {plap47 cooy Pi—15 Pis Pit15 Pit4, Pi+7, "'ap3l} dla 1=2 mod 3.

Zauwazmy, ze Sy U S; U U S; = V(Py). Pokazemy, ze S; jest n,(Ps)-zbiorem
i = 2 mod 3

dla j = 0,1,4, gdzie i = 2 mod 3. Zauwazmy, ze podgraf grafu Ps indukowany przez
zbior V (Py) — S; jest suma rozlaczng grafow K, oraz, ze kazdy wierzcholek zbioru
V(Ps;) — S; jest sasiedni z doktadnie jednym wierzchotkiem zbioru S; dla j = 0,1, 4.
Ta wlasnos¢ gwarantuje, ze S; jest l-maksymalnym np-zbiorem w grafie Py (Wla-
snos¢ 4.1.2, str. 56). Z Wlasnosci 4.1.4 (str. 57) wynika, ze n,(Ps) = [ + 2. Poniewaz
|S;| = 1+ 2 dla kazdego j = 0, 1,4, to S; jest n,(Ps)-zbiorem dla kazdego j = 0, 1,1,
gdzie 1 = 2 mod 3. Z Wniosku 4.3.1 (str. 71) wynika, ze jezeli pokazemy, ze P nie jest
grafem 2-np-rozszerzalnym, to prawdziwa bedzie rownos¢ En,(Ps) = 1. Oczywiste
jest, ze S = {ps, ps} jest np-zbiorem w grafie Py, mocy 2. Nietrudno zauwazy¢, ze aby
rozszerzy¢ zbior S do n,(Ps)-zbioru nalezy doda¢ wierzcholki py,ps do zbioru S, co
wynika z Wthasnosci 4.1.8 (str. 58) oraz z definicji np-zbioru. Oznaczmy, T' = {p1, p2, p3}
i rozwazmy graf Py — T, ktory jest izomorficzny z grafem Ps;_;). Przypomnijmy, ze
P31y jest grafem 1-np-rozszerzalnym, co zostalo wyzej udowodnione dla [ > 3. Stad
wynika, ze zbiér {ps} jest podzbiorem wlasciwym pewnego n,(Ps — T')-zbioru, po-
wiedzmy ', gdzie |S’| = n,(Psu-1)) =1 —1+2 =1+1, na podstawie Wlasnosci 4.1.4
(str. 57). Zatem zbior S mozna rozszerzy¢ do 1-maksymalnego np-zbioru S” = S’ UT
w grafie Py, przy czym jest to najmniejsze z mozliwych takich rozszerzen w grafie Py
dlal> 3 (jezelil =2, to S” = V(F)). Co wiecej, |S”| = |5+ |T|=1+1+3=1+4
oraz ny(Ps) = | 4 2. Zatem S” nie jest n,(Ps)-zbiorem. Oznacza to, ze Py dla | > 2
nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym, wiec En,(Py) = 1.

Zalozmy teraz, ze n # 3l oraz n > 4. Pokazemy, ze P, nie jest grafem k-np-rozszerzalnym
dla k£ > 1. Z Wniosku 4.3.1 (str. 71) wynika, ze wystarczy pokazac, iz P, nie jest grafem
l-np-rozszerzalnym. Niech S = {ps} C V(P,). W analogiczny sposob jak w przypadku
n = 3l mozna pokazaé, ze jezeli S” jest najmniejszym 1-maksymalnym np-zbiorem w
grafie P, oraz S” D S, to |S”| =143 jezelin = 3l+11ub |S”| = [+4 jezelin = 31+ 2.
Poniewaz n,(Ps+1) = I + 1 oraz n,(Ps42) = [ + 2 (Wlasnos¢ 4.1.4, str. 57), to S” nie
jest n,(P,)-zbiorem. Zatem P, dla n > 4 in # 3l nie jest grafem 1-np-rozszerzalnym

i réwniez nie jest grafem k-np-rozszerzalnym dla zadnego k > 1, co nalezato wykazac.

Poniewaz graf k-pd-rozszerzalny G jest zdefiniowany dla liczby catkowitej k takiej, ze
1 <k < py(G) — 1, gdzie py(G) # |[V(G)], to bedziemy rozpatrywac takie grafy G, w
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ktorych spetniony jest warunek
2 < pa(G) < [V(G)]. (4.2)

Jezeli G = P, lub G = C,,, to warunek (4.2) jest spetniony dlan > 4 (Wtasnosé 4.1.11,
str. 60).

Twierdzenie 4.3.2. Ep,(P,) = 1+ 1 dlan = 3l oraz | > 2 lub dla n = 3l + 2
oraz | > 1. Dla pozostatych n > 4 droga P, nie jest grafem k-rozszerzalnym w sensie

zbiorow doskonale dominujgcych dla k > 1.

Dowéd. Niech V/(P,) = {p1, pa, ..., pn} dlan > 4. Z definicji grafu k-pd-rozszerzalnego
wynika, ze jezeli graf G jest k-pd-rozszerzalny, to v,(G) < k < pa(G) — 1, wiegc
1 (G) < Epa(G) < pa(G) — 1. Jezeli graf P, bylby grafem k-pd-rozszerzalnym, to
Ww(Py) < k < pa(P,) — 1. Zatem z Wtlasnosci 4.1.11 i Wlasnosci 4.1.12 (str. 60)
otrzymujemy, ze jezeli n = 3l (I > 2), tol < k < [+ 1 oraz, ze jezeli n = 3l + 2
I>1,tol+1<k<Il+1 Jezelin=3l+1( > 1), to(P,)=1+1 oraz
pa(Py) = [+1 (Wlasnos¢ 4.1.11 1 Wlasnosci 4.1.12, str. 60), wiec v,(B,) > pa(P,) — 1.
Stad otrzymujemy, ze P, nie moze by¢ grafem k-pd-rozszerzalnym dla k£ > 1, gdy
n = 3l + 1. Wykazemy, ze P, jest grafem (I 4 1)-pd-rozszerzalnym, gdy n = 3l (I > 2)
lubn =3l+2 (I > 1). Przypomnijmy, ze §(F,) < 2. Rozwazymy dwa przypadki
Przypadek 1. n = 31 dla [ > 2. Niech S bedzie dowolnym pd-zbiorem mocy [ + 1
w grafie P3. Wowczas kazdy wierzchotek zbioru S dominuje co najwyzej dwa wierz-
chotki spoza zbioru S. Rozwazymy teraz moc zbioru V(Ps) w zaleznosci do postaci
zbioru S. Gdyby [ + 1 wierzchotkéw zbioru S dominowalo doktadnie dwa wierzchotki
spoza zbioru S, to |V (Py)| = |S|+ |[V(Py) = S| =1+ 1+ 2(l+ 1) = 31+ 3, co jest
sprzeczne z zalozeniem. Jezeli | wierzchotkoéw zbioru S dominowaloby doktadnie dwa
wierzchotki spoza zbioru S, to |V(Py)| = |S| + |V(Ps) — S| = 31 + 1, co jest rowniez
sprzeczne z zatozeniem. Jezeli | — 1 wierzcholtkdéw zbioru S dominowatoby doktadnie
dwa wierzchotki spoza zbioru S, to z dwoch pozostatych wierzchotkéw zbioru S jeden
dominowalby jeden wierzchotek spoza zbioru S, a drugi nie dominowatby wierzchotka
spoza zbioru S, gdyz |V (Ps)| = 31 (w przeciwnym wypadku |V (Py;)| = 3l£1). Co wie-
cej, ten warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy S = {p1, p2, D5, Ps, ---, P31—1} lub S =
{p2, P5, D8, -, P31—1, P31 } - Dodatkowo, obydwa te zbiory sa zawarte w l-maksymalnym
pd-zbiorze w grafie Py, {p1, p2, D5, P8, ---» D311, P31 |, kKtorego moc wynosi [ +2 = py(Ps).
Zatem S jest podzbiorem wlasciwym py(Ps;)-zbioru. Jezeli | — 2 wierzchotki zbioru S

dominowalyby doktadnie dwa wierzcholki spoza zbioru S, to |V(Py)| = 31 wtedy
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i tylko wtedy, gdy kazdy z pozostalych trzech wierzchotkéw zbioru S dominowaltby
doktadnie jeden wierzcholek spoza zbioru S (w przeciwnym wypadku |V (Py;)| < 30).
Co wiecej, zbior S jest postaci: {pa, 3, D6, P9, -, P31 }- Zauwazmy, ze zbior S zawiera
sie w zbiorze {p1,p2, 3, Pe; Do, ---, P31}, Ktory jest l-maksymalnym pd-zbiorem mocy
[+ 2 = pg(Py) w grafie Py;. Zatem zbior S jest podzbiorem wlasciwym pg(Ps;)-zbioru.
Jezeli mniej niz [ — 2 wierzchotki zbioru S dominowalyby doktadnie dwa wierzchotki
spoza zbioru S, to |V(Py)| < 31, sprzecznosé. Oznacza to, ze Py dla l > 2 jest grafem
(I + 1)-pd-rozszerzalnym.

Przypadek 2. n = 3l + 2 dla [ > 1. Niech S bedzie teraz dowolnym pd-zbiorem
mocy [ + 1 w grafie Py yo. Analizujac jak w Przypadku 1 otrzymujemy, ze |V (Py)| =
|S| 4 |V (P3) — S| = 31+ 2 wtedy i tylko wtedy, gdy [ wierzchotkow zbioru S dominuje
doktadnie dwa wierzchotki spoza zbioru S oraz pozostaly wierzchotek zbioru S dominu-
je doktadnie jeden wierzcholek spoza zbioru S. Co wiecej, S = {p1, ps, pry -, P31} lub
S = {pa2, P5,D8, -, P314+2}. Zauwazmy, ze zbidr {p1, pa, D7, ..., p3i+1} zawiera si¢ w zbio-
rze S = {p1, P4, D7, -, D31+1, D342}, & zbior {pa, ps, ps, ..., P3i+2} zawiera sie w zbiorze
S” = {p1,p2, D5, P8, - P12 }- Poniewaz zbiory S” 1 S” sa 1-maksymalnymi pd-zbiorami
w grafie Py, o oraz |S'| = |S7| = 14+ 2 = pa(Ps12), to Pyyo dlal > 1 jest grafem

(I + 1)-pd-rozszerzalnym, co konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.3. Niech n bedzie liczbg catkowitq, n > 4. Wowczas En,(Cr) = 2,
En,(Cs) = 3 oraz

1 dla n=3l jezeli 1 #1,
En,(Cy,) =41 dla n=3l+1 jezeli [+#2,
2 dla n=3l+2 jezeli [|+#2.

Dowéd. Niech V(C,) = {p1,p2, ..., pn} dlan > 4.

Niech n =7 =30+ 1 dla [ = 2. Rownos¢ En,(C7) = 2 wynika z faktu, ze jedynymi
np-zbiorami mocy 2 w grafie C7 s zbiory postaci: {p;, piv1}, {pi, pirs}, {pi, piva}, gdzie
1 =1,2,...,7 oraz p;17 = p;. Bez straty ogolnosci, niech ¢ = 1. Latwo zauwazy¢, ze
zbiory {p1,p2} 1 {p1,p5} sa zawarte w n,(C7)-zbiorze {p1, p2, ps } oraz, ze zbior {p1,ps}
jest zawarty w n,(C7)-zbiorze {p1,ps,pr}. Poniewaz z definicji k-np-rozszerzalnosci
wynika, ze 1 < k < n,(C7) —1 =2, to En,(Cy) = 2.
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Niech n = 8 = 3l + 2 dla | = 2. Réwnos¢ En,(Cs) = 3 wynika z faktu, ze jedyny-
mi np-zbiorami mocy 3 w grafie Cy sa zbiory postaci: {p;, pit1, Pit2}, {Di» Pit1, Pit3}s
{pis Pis1, Piva}, gdzie i = 1,2,...,8 oraz p;s = p;. Bez straty ogolnosci, zalozmy, ze
n = 1. Oczywiste jest, ze zbiory {p1, p2, ps} i {p1, 2, ps} sa podzbiorami n,(Cs)-zbioru
{p1,p2, P3, D6} oraz, ze zbior {p1, p2, ps} jest podzbiorem n,(Cs)-zbioru {p1, p2, ps, ps}-
Analogicznie jak dla n =7 z tego, ze n,(Cs) = 4 otrzymujemy, ze En,(Cs) = 3.
Zatozmy, ze n # 7,8. Mozliwe sa trzy przypadki

Przypadek 1. n = 3l dlal > 2. Pokazemy, ze En,(C3) = 1. Z Wniosku 4.3.1 (str. 71)
wynika, ze wystarczy pokazaé¢, ze Cy; jest grafem 1-np-rozszerzalnym (tzn. wystarczy
pokaza¢, ze kazdy wierzcholek grafu Cy nalezy do pewnego n,(Cy)-zbioru) oraz, ze
nie jest on grafem 2-np-rozszerzalnym. Zauwazmy, ze {p;} jest np-zbiorem w grafie Cy
dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., 3l. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze + = 1. Zauwazmy, ze
zbior {p1, P, p7, ..., D31—2} jest n,(Cy)-zbiorem, na mocy Wlasnosci 4.1.2 1 Wlasnosci
4.1.5 (str. 57). Poniewaz p; € {p1, ps, p7, ..., D312}, wiec to oznacza, ze Cy jest gra-
fem 1-np-rozszerzalnym. Pokazemy teraz, ze Cy; nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym.
Oznaczmy, S = {p1, p2}. Oczywiste jest, ze S jest np-zbiorem w grafie C3;. Rozumujac
analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1 (str. 71) wnioskujemy, ze jezeli S” jest
najmniejszym 1-maksymalnym np-zbiorem w grafie C3; oraz S” D S, to |S”| =1+ 1.
Jednak S” nie jest n,(Cs)-zbiorem, gdyz n,(Cy) = | (Wlasnosé¢ 4.1.5, str. 57). Zatem
Cy; nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym. Oznacza to, ze En,(C,) = 1dlan =31l # 1.

Przypadek 2. n = 31+ 1 dla [ # 2. Pokazemy, ze En,(Cs41) = 1. Zauwazmy, ze
C3141 jest grafem l-np-rozszerzalnym, poniewaz zbior {py, ps, 7, ..., P31} jest rozsze-
rzeniem zbioru {p;} do n,(C,)-zbioru, jak w Przypadku 1. Jezeli [ = 1, to C,, jest
grafem 1l-np-rozszerzalnym i nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym, gdyz n,(C,) = 2,
wiec En,(Cy) = 1. Jezeli l > 3, to S = {p1,ps} jest np-zbiorem w grafie C5;;;. Dowo-
dzac jak w Przypadku 1 otrzymujemy, ze jezeli S” jest najmniejszym 1-maksymalnym
np-zbiorem w grafie Cy 41 oraz S” D S, to |S”| = [43. Zatem S” nie jest n,(Cs41)-zbio-
rem, gdyz n,(Csy1) = 1+ 1 (Wlasnosé 4.1.5, str. 57), wiec Cy4q dla I > 3 nie jest
grafem 2-np-rozszerzalnym. Oznacza to, ze En,(C,) =1dlan=31+11il# 2.

Przypadek 3. n = 3l + 2 dla | # 2. Wykazemy, ze En,(Cs42) = 2 pokazujac, ze
C3112 jest grafem 2-np-rozszerzalnym i nie jest grafem 3-np-rozszerzalnym (Wniosek
4.3.1, str. 71). Pokazemy, bez straty ogolnosci, ze dowolny np-zbior {p;,p;}, gdzie
i = 2,4,5,...,3l, mocy 2 w grafie U549 mozna rozszerzy¢ do n,(Cspyo)-zbioru. Za-
uwazmy, ze jezeli i = 0 mod 3, to {p1,p;} C {p1,p2,Ps,P6,Po,---, P31}, jezeli i = 1
mod 3, to {p1,pi} C {p1,Pa, 07, D321, P3142}, jezeli i@ = 2 mod 3, to {p1,pi} C
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{P1,D2,P5, D8, s Paiya}. Pokazemy, ze zbiory: {p1, pa, ps, pe; Po; -, D3} = So,

{p1, 04, 7, - D3141, D312} = St 018z {p1, P2, Ps; P8, -, P12} = S2 58 1 (C314.2)-zbiorami.
Zauwazmy, ze podgraf grafu Cs, 1 indukowany przez zbior V(Cs42) —S; dlaj =0,1,2
jest suma rozlaczna grafow K, oraz, ze kazdy wierzcholek zbioru V(Csyo) — S; jest
sgsiedni z doktadnie jednym wierzchotkiem zbioru S; dla j = 0,1, 2. Ta wlasno$¢ gwa-
rantuje, ze S; dla kazdego j = 0,1, 2 jest 1-maksymalnym np-zbiorem w grafie Cyo
(Wlasnosé 4.1.2, str. 56). Z Wlasnosdci 4.1.5 (str. 57) wynika, ze n,(Csi2) = [ + 2.
Poniewaz [S;| = | + 2 dla kazdego j = 0,1,2, to S} jest n,(Cs42)-zbiorem dla kaz-
dego j = 0,1,2. Zatem Cjy 4o jest grafem 2-np-rozszerzalnym. Jezeli [ = 1 (wowczas
n = 5), to z definicji k-np-rozszerzalnosci wynika, ze 1 < k < n,(C5) — 1 = 2, wigc
Eny(Cs) = 2. Niech n > 3 oraz niech S = {p1,pa,pr} C V(Cs42). Oczywiste jest,
ze S jest np-zbiorem w grafie U3, 5. Podobnie jak w Przypadku 1 mozna wykazaé, ze
jezeli S jest najmniejszym l-maksymalnym np-zbiorem w grafie C3,4 oraz S”7 D .9,
to |S”| = {+4. Zatem S” nie jest n,(Cs1o)-zbiorem, gdyz n,(Cs12) = [+2 (Wlasnosé
4.1.5, str. 57), wiec C3,49 dla [ > 3 nie jest grafem 3-np-rozszerzalnym. Oznacza to, ze
Eny(C,) =2dlan=3l+21il+# 2. co konczy dowod twierdzenia.

Uwaga 4.3.1. Przypomnijmy, ze 7,(C,) = pa(C,), na mocy Wlasnosci 4.1.12 (str.
60). Nie istnieje wiec liczba calkowita k taka, ze 7,(C,) < k < pa(C,) — 1. Z definicji
grafu k-rozszerzalnego w sensie zbiorow doskonale dominujacych otrzymujemy, ze cykl

C, dlan > 4 nie jest grafem k-rozszerzalnym w sensie zbioréw doskonale dominujacych
dla k > 1.

Twierdzenie 4.3.4. En,(P,[G1,Gs,...,Gy|) = 1 dlan = 51+ 1 oraz | > 1. Graf
P,|G1, Gy, ..., Gy] dla pozostatych n > 6 nie jest grafem k-rozszerzalnym w sensie

zbrorow prawie doskonatych dla k > 1.

Dowéd. Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1. n = 5l + 1 dla [ > 1. Pokazemy, ze Ps 1[G, G, ..., G541] jest
grafem 1-np-rozszerzalnym oraz, ze nie jest on grafem 2-np-rozszerzalnym, skad na
mocy Wniosku 4.3.1 (str. 71) otrzymamy teze. Niech S bedzie dowolnym np-zbiorem
mocy 1 w grafie Py, 1[G1, Go, ..., Gsi11]. Oznaczmy, So = {y*,v°, y1% v, ..., y°}, S) =
(90, y o P Y, So = {32 0T, 912, P2 ), Sy = (R, 05,y o P2, )
oraz Sy = {y', y*, 9%, v, ..., y? 71}, gdzie v jest dowolnym wierzcholkiem zbioru V (G;)
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dla i = 1,2,...,5] + 1. Pokazemy, ze S; jest n,(Ps+1(G1, G2, ..., Gsi41])-zbiorem dla
t = 0,1,2,3,4. Zauwazmy, ze |S; N V(G;)| < 1 dla kazdego ¢ = 1,2,...,50 + 1.
Dodatkowo dla kazdych dwoch réznych i,5 € {1,2,...,50 + 1} jezeli |S; NV (G;)| =
ISy NV (G,)| = 1, to Np,

5141

[z;] N Np,,.,,[z;] = 0, gdzie x;,x; € V(Ps41). Zatem, na
mocy Lematu 4.1.1 (str. 60) S; jest np-zbiorem w grafie P5 1[Gy, Ga,...,G511]. Co
wiecej, z definicji grafu Psi1|G1, Ga, ..., G511] oraz ze spojnosci grafu G; dla kazdego
i =1,2,...,5l + 1 wynika, ze kazdy wierzcholek u € V(Ps511[G1,Ga, ..., Gs41]) — St
ma sasiada v # u, v € V(Ps41[G1,Go,...,G541]) — Si, ktory jest sasiedni z do-
ktadnie jednym wierzchotkiem zbioru S;. Na mocy Wtasnosci 4.1.1 (str. 56) oznacza
to, ze Sy jest l-maksymalnym np-zbiorem w grafie Ps; 1[Gy, G, ..., G541]. Poniewaz
|S| = 1 + 1 dla kazdego j = 0,1,2,3,4 oraz n,(Ps4+1[G1, G, ...,Gs41]) = | + 1,
na mocy Lematu 4.1.4 (str. 64), wiec Sy jest ny(Psi41[G1, Ga, ..., Gs41])-zbiorem dla
t = 0,1,2,3,4. Co wiecej, S C V(G;) dla 1 < i < 5l +1, ezyli § C 5, dla
i =t mod 5. To dowodzi, ze graf Ps11|G1, Ga, ..., G511 jest 1-np-rozszerzalny. Wyka-
zemy, ze graf Ps1[G1,Ga,...,Gs41] nie jest 2-np-rozszerzalny. Zalozmy, ze | > 2.
Oznaczmy, S = {y1,y7}, gdzie y3 € V(G;) oraz y; € V(Gy). Oczywiste jest, ze
zbior S jest np-zbiorem w grafie Py 1[Gy, Go, ..., G511]. Dodatkowo zbiér S nie jest
I-maksymalnym np-zbiorem w podgrafie grafu Py 1[Gy, Gs, ..., G541] indukowanym
przez zbior V(G1) UV (Gy)U...UV(Gy) izomorficznym z grafem Py|G1, Gs, ..., Go|. Za-
tem aby rozszerzy¢ zbior S do n,(Py[G1, Ga, ..., Gg|)-zbioru, powiedzmy S’ C V (Py[Gy,
Gy, ..., G]) nalezy dodac co najmniej jeden wierzcholek zbioru V (Py[G1, Ga, ..., Gg])—S
do zbioru S. Oznaczmy, G = Ps11|G1, Ga, ..., Gs111] =V (Py[G1, Ga, ..., Gg)). Zauwazmy,
ze G =2 Ps_2)+2[G1, Ga, ..., G5-2)42], wiec np(G) = 1—=2+1 = [—1 ( na mocy Lematu
4.1.4, str. 64). Stad wynika, ze jezeli S” jest najmniejszym 1-maksymalnym np-zbiorem
w grafie Ps;11[G1, Ga, ..., Gsi1] oraz S € 87, to |S”| = |S'|[+1—1 > |S|+1+1—1 = [42.
Stad otrzymujemy, ze |S”| > [ + 1, a z Lematu 4.1.4 (str. 64) wynika, ze S” nie
jest n,(Psi11[G1, Ga, ..., Gi41])-zbiorem. Zatem Ps;i 1[Gy, Go, ..., G541] nie jest grafem
2-np-rozszerzalnym, wiec En,(P,[G1,Gs,...,Gy]) =1 dlan =50+ 1 oraz [ > 2. Jezeli
[ =1, tzn. n = 6, to n,(Fs[G1, Ga, ..., Gg]) = 2, wiec En,(Ps|G1,Go,...,Gg]) = 1.
Przypadek 2. n # bl4+1dlal > 2 oraz n > 6. Pokazemy, ze graf P,[G1, Gy, ..., G, ] nie
jest grafem 1-np-rozszerzalnym. Prowadzac analogiczne rozumowanie jak w Przypadku
1 dla zbioru S' = {41, y7} nietrudno wykazaé, ze np-zbior {y,} C V(P,[G1, G, ..., G,]),
gdzie y4 € V(Gy) nie da si¢ rozszerzy¢ do n,(P,[G1, Gs, ..., G,])-zbioru. Zatem P,[Gh,
Go,....,Gy] dlan # 51+ 1 dlal > 2 oraz n > 6 nie jest grafem 1-np-rozszerzalnym i
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rowniez nie jest grafem k-np-rozszerzalnym dla zadnego k£ > 1, na mocy Wniosku 4.3.1

(str. 71), co konczy dowod twierdzenia.

Twierdzenie 4.3.5.

2 dla n=5l+1 jezeli |>2,

En,(C,|G1,Gs,....G,]) =
o(CalGr, Gz D {1 dla  pozostatych n > 6.

Dowé6d. Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1. n = 51+ 1 dla | > 2. Pokazemy, ze C5,.1[G1, Ga, ..., G541] jest grafem
2-np-rozszerzalnym oraz, ze nie jest grafem 3-np-rozszerzalnym. Niech S bedzie do-
wolnym np-zbiorem mocy 2 w grafie Cy;41|G1, Ga, ..., G5111]. Z Lematu 4.1.1 (str. 60)
wynika, ze S = S; = {yP,y'}, gdzie y' jest dowolnym wierzchotkiem zbioru V(G;) dla
i=1,2,...,5l+ 11 oraz |p — i| > 3. Bez straty ogolnosci niech i = 1. Zauwazmy, ze
jezeli i = 0 mod 5, to S; C {y',9°, y'%, y'°, ..., 9°0=1 4o=21,
jezelii = 1 mod 5, to S; C {y', y5, y'', y'S, ..., 2= DF1 gpl=11
jezeli i = 2 mod 5, to S; € {y', v* 97, v, 7, . P 3],
jezeli i = 3 mod 5, to S; C {y', v*, 4%, , v, y'®, ... P 2],
jezeli i = 4 mod 5, to S; C {y', v*, %, , v, ... Pt
Analogicznie jak w Przypadku 1 poprzedniego twierdzenia, mozna pokazaé, ze powyz-
sze nadzbiory zbiorow S; sa 1-maksymalnymi np-zbiorami w grafie Cy; 1[G, ..., G541
Co wiecej, [Si| = 1+ 1 = ny(Cs41[G1, Ga, ..., Gsi41]), na podstawie Lematu 4.1.4
(str. 64). Zatem powyzsze nadzbiory sa n,(Csi11(G1, Ga, ..., G5141])-zbiorami, ktore za-
wieraja S;. To oznacza, ze Cs11|Gy, Ga, ..., G511] jest grafem 2-np-rozszerzalnym dla
n=>5l+11l> 2. Wykazemy, ze graf Cs; 1[G, Ga, ..., G541] nie jest 3-np-rozszerzalny.
Zalozmy, ze | > 3. Oznaczmy, S = {y1,vs, Y10}, gdzie 11 € V(G1), ya € V(Gy) i
y10 € V(G1g). Oczywiste jest, ze zbior S jest np-zbiorem w Cs1[G1, G, ..., G5141], ale
nie jest 1-maksymalnym np-zbiorem w podgrafie H; grafu Cs.1[G1, Go, ..., G511] indu-
kowanym przez zbior A = V(G)UV (Ga)U- - - UV (G12)UV (G5)UV (G5—1). Zatem aby
rozszerzy¢ zbior S do n,(H,)-zbioru, powiedzmy S’, nalezy doda¢ co najmniej jeden
wierzchotek zbioru A — S do zbioru S. Co wiecej, graf Hy = C511[G1, Ga, ..., Gyi1] —
A= Piq_g11[G1,Ga, ..., Gsa-3)11] oraz n,(Hy) = 1 =3+ 1 = 1 — 2 (na mocy Le-
matu 4.1.4, str. 64). Stad wynika, ze najmniejszy 1-maksymalny np-zbior w grafie
Cs141[G1, Ga, ..., Gyi41], ktory zawiera S ma moc |S'|+n,(Hy) > |S|+1+1-2=1+2,
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ktora jest wicksza niz [+1 = n,(Cs41[G1, Ga, ..., Gsi41]). Zatem Cyi11[Gy, Ga, ..., Gsi41]
dlal > 3 nie jest grafem 3-np-rozszerzalnym i réwniez nie jest grafem k-np-rozszerzalnym
dla zadnego k > 3, na mocy Wniosku 4.3.1 (str. 71), czyli En,(Cs41[G1, Ga, ..., Gzi41]) =
2dlan=5l+11il> 3. Jezeli | = 2 oraz n = 5l + 1, to n,(C11[G1, Ga, ..., G11]) = 3,
na podstawie Lematu 4.1.4 (str. 64), wiec z definicji grafu k-np-rozszerzalnego otrzy-
mujemy, En,(C11[Gy, Gs, ..., G11]) = 2.

Przypadek 2. n # 50+ 1 dla | > 2 oraz n > 6. Pokazemy, ze C,|G1, Gs, ..., G,] jest
grafem 1-np-rozszerzalnym (tzn. pokazemy, ze kazdy wierzchotek y* grafu C,,[G1, ..., G,,]
nalezy do pewnego n,(C,[G1, Ga, ..., Gy|)-zbioru) oraz, ze C,|G1,Gs,...,G,] nie jest
grafem 2-np-rozszerzalnym. Bez straty ogélnosci rozwazan, niech ¢ = 1. Jezeli n =
6, to np-zbior {y'}, gdzie y' € V(G,), jest zawarty w 1-maksymalnym np-zbiorze
w Cs|G1, G, ..., G), {y*, vy}, gdzie y* € V(G,). Zatem Cg[Gy, Gy, ..., Gg] jest gra-
fem 1-np-rozszerzalnym. Poniewaz n,(C,[G1,Gs,...,Gy]) = 2, to z definicji grafu
k-np-rozszerzalnego otrzymujemy, En,(Cs[G1,Ga,...,Gg]) = 1. Niech n > 7. Poka-
zemy, bez straty ogélnosci rozwazan, ze np-zbior S = {y'}, gdzie y' € V(G,), jest
podzbiorem wtasciwym pewnego n,(C,[G1, Ga, ..., G,])-zbioru. Rzeczywiscie,

S c {yt,yb 't .. y" 4} jezeli n = 0 mod 5,

S c{yt byt Ly 8y 2) jezeli n = 2 mod 5,

S c {yt,yb y't ..., y" 2} jezeli n = 3 mod 5 oraz

S c {yt,yb 't . y" 3} jezeli n = 4 mod 5,

gdzie y’ jest dowolnym wierzchotkiem zbioru V(G;) dla j = 1,6,..,n — 2. Ana-
logicznie jak w Przypadku 1 mozna pokazaé, ze powyzsze nadzbiory zbioru S sa
n,(Ch|G1, Ga, ..., Gp))-zbiorami. To dowodzi 1-np-rozszerzalnosci grafu C,[Gy, ..., G,
dla n # 51 + 1. Wykorzystujac podobna argumentacje jak w Przypadku 1 otrzymu-
jemy, ze np-zbior {y;,yr}, gdzie y; € V(Gy) i yr € V(G7), nie da sie rozszerzy¢ do
n,(Ch|G1, Ga, ..., Gp))-zbioru, czyli C,, |Gy, Ga, ..., G| nie jest grafem 2-np-rozszerzalnym.
Z Wniosku 4.3.1 (str. 71) otrzymujemy ostatecznie, En,(C,[G1, Ga, ...,Gy]) = 1 jezeli

n # bl + 1 oraz n > 6, co konczy dowod twierdzenia.

Uwaga 4.3.2. Zauwazmy, ze X[G1, Gy, ...,G,], gdzie X = P, albo X = (), nie jest
grafem k-pd-rozszerzalnym dla zadnego k > 1.

Niech X = P,. Zalozmy, ze P,[G1,Gs, ..., G,] jest grafem k-pd-rozszerzalnym (k > 1).
Wtedy pa(P,|G1, Gs..., Gy]) < |V(P,[G1, Gs..., Gy))| oraz k < pa(P,[G1, Gs...,Gp]) — 1

i w grafie P,[G1,Gs...,G,] istnieje pd-zbior S mocy k. Poniewaz z dowodu Lematu
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4.1.5 (str. 66) wynika, ze py(P,[G1, Gy, ...,Gn]) = [§] jezeli n = 3l oraz dla kazdego
i=0,1,2,...,1—=1,9(Gays;) = 1, wiee |S| < [5] —1 = 1—1. Jezeli natomiast n = 3141
albo n = 3l + 2 oraz dla kazdego i = 0,1,....], ¥(G143) = 1 lub v(G,_3) = 1,
to pa(PnlG1,Ga,...,Gy]) = 5] + 1, wiee [S| < [§] +1 =1 = [ (w pozostatych
przypadkach p,(P,[G1, G, ..., G,]) = |[V(P,[G1, Ga, ..., G,])|). Skoro S jest pd-zbiorem
w grafie P,[G1, Gy, ..., G,], to kazdy wierzcholek spoza zbioru S jest dominowany przez
doktadnie jeden wierzchotek ze zbioru S. Ponadto, z definicji grafu P,[G, G, ..., Gy,
wynika, ze jeden wierzchotek zbioru S dominuje wszystkie wierzchotki z co najwyzej
3 grafow z ciagu (Gy, Gs, ..., G,). Poniewaz |S| < 1 — 1, gdy n = 3l oraz |S| < [, gdy
n = 3l+1 albo n = 3l + 2, dlatego wszystkie wierzchotki zbioru S dominuja wszystkie
wierzchotki z co najwyzej 3(1 — 1) grafow z ciagu (G4, G, ..., G), gdy n = 3l oraz z co
najwyzej 3l grafow z ciagu (G1, Ga, ..., Gy,), gdy n = 31+ 1 albo n = 3l + 2. Zauwazmy,
ze 3(l1—1) < n, gdy n = 3l oraz 3l < n, gdy n = 3l+1 albo n = 3[42. Oznacza to, ze w
ciagu (G1, G, ..., Gy,) istnieja grafy, w ktorych zaden wierzchotek nie jest dominowany
przez zbior S, sprzeczno$é poniewaz S jest pd-zbiorem w grafie P,[Gy, Go, ..., G,

Podobna analize mozna przeprowadzi¢ dla X = C,.
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X-zlaczenie grafu X iciagu (G1, Ga, ...

Skorowidz

1-maksymalny zbior

doskonale dominujacy (1-maksymalny
pd-zbir), 11, 57-60, 70, 75

prawie doskonaly (1-maksymalny np-zbior),
11, 57, 59, 60, 70, 71, 73, 76, 78, 80

»Gn),

12, 24, 61, 6365, 68

k-rozszerzalno$é

krawedziowa w sensie Berge’a, 11, 34-36,
38, 40, 42-45, 53

w sensie Plummera, 10, 14—20, 22-33,
35, 37, 44, 53, b4

w sensie zbioréw doskonale dominuja-
cych (k-pd-rozszerzalnosé), 12, 69-72,
74, 77, 80

w sensie zbioroéw prawie doskonatych
(k-np-rozszerzalnosc¢), 11, 69-73, 75,
77, 80

wierzchotkowa w sensie Berge’a, 11, 4547,
50, 51

r-ta potega grafu, 10, 35, 46, 47
t-podziat krawedzi, 12, 30, 44

Sciagniecie

podgrafu H grafu G do nowego wierz-
chotka, 13, 30, 31, 33

cykl, 10, 16, 17, 35, 36, 46, 57, 58, 77

dtugos¢
cyklu, 10
drogi, 10, 58, 63, 64, 66
domkniety t-podzial krawedzi, 12, 30, 31,
44, 45
droga, 10, 17, 35, 46, 57, 63, 66, 72, 74
duplikacja wierzchotka z, 13, 41-44

graf
bezkrawedziowy, 9, 25
krawedziowy grafu G, 46, 54
pelny, 10, 17, 25, 27, 49
pelny dwudgzielny, 10, 17, 18
gwiazda, 10, 11

indeks rozszerzalnosci
krawedziowej w sensie Berge’a, 11, 34-36,
44, 52, 53
w sensie Plummera, 10, 17-20, 23, 2527,
29-31, 52-54

wierzchotkowej w sensie Berge’a, 52

kopia wierzchotka x, 13, 41-43
korona grafow G i H, 12, 23
krawedz grafu, 9

krawedzie sasiednie, 10, 35
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Skorowidz

liczba rozszerzalnosci

w sensie zbioréw doskonale dominuja-
cych (liczba pd-rozszerzalnosci), 12,
70, 72, 74

w sensie zbioréw prawie doskonalych
(liczba np-rozszerzalnosci), 12, 70,
72,75, 77,79

wierzchotkowej w sensie Berge’a, 11,
46, 47, 49-51, 54

odlegtos¢ wierzchotkow, 10

oryginal wierzchotka x, 13

podgraf, 9, 12, 13, 20, 27, 31
indukowany, 9, 13, 21, 35, 36, 48
wlasciwy, 9

produkt
kartezjanski grafow G i Ga, 18, 19
leksykograficzny grafow X i G, 12
silny grafow G i Ga, 18, 20

quasi-sterta grafow G 1 H wiszaca na kra-
wedziach zz’ 1 hh'; 12, 29

sasiedztwo wierzchotka
domkniete, 9, 61-63, 68
otwarte, 9, 17, 40, 41, 63, 65—67
skojarzenie doskonale, 10, 15, 16, 18-32,
35, 37, 42, 43, 53
stopient wierzchotka, 9, 41, 65

uogolniony produkt
kartezjanski grafow G4, ..., G, 68
kartezjanski zbioréw, 69

silny grafow Gy, ..., Gy, 69

wierzchotek, 9
izolowany, 9
pokryty krawedzia, 9, 18, 26, 37, 38, 40
uniwersalny, 10, 63-65, 67, 68, 71

wiszacy, 9, 16, 40, 59
wierzchotki
t-podziatu, 12
domknietego t-podziatu, 12
sasiednie, 9, 27-29, 32, 48, 49, 57

ztaczenie
n grafow, 12, 24, 25, 37-40, 49-51
grafow G i H podgrafem G, grafu G,
12, 26, 27
zbior
doskonale dominujacy (pd-zbior), 11,
57, 58, 60, 63
prawie doskonaly (np-zbior), 11, 57, 61
zbioér niezalezny
krawedzi (skojarzenie), 10, 15, 17-19,
21, 23, 25-28, 30-32, 3543, 45, 53
wierzchotkow, 10, 11, 47-51
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